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Abstract. 

In this article we study holomorphic déformations of the filtered Gauss-Manin Sys- 
tems associated to a vanishing period intégral. For that purpose we introduce a 
new sub-class of the class of monogenic (a,b)-modules (Brieskorn modules) which 
was studied in our previous article [B. 09]. We show that thèse new objects, called 
"thèmes", have good functorial properties and that there exists a canonical order 
on the roots of the corresponding Bernstein polynomial. 

We construct, for given fundamental invariants, a finite dimensional versai holomor- 
phic family and we show that, when ail thèmes with thèse fundamental invariants 
are "stable", this versai family is in fact universal. We also give a sufficient condi- 
tion on the roots of the Bernstein polynomial in order that the previous condition is 
satisfied. We show with an example that a universal family may not exist for some 
values of the fundamental invariants. 
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Introduction. 

Mon article précédent [B.09] est focalisé sur les (a,b)-modules monogènes dans l'idée 
d'étudier, pour un élément x donné dans un (a,b)-module régulier, ou de manière 
plus géométrique, pour une forme holomorphe donnée dont on veut étudier la période 
évanescente (voir [A-G-V], [M. 75], [S. 89]), le sous-(a,b)-module engendré par x. 
Concrètement cela signifie que l'on se concentre sur l'équation différentielle (filtrée) 
minimale satisfaite par les fonctions obtenues par intégration de cette forme sur les 
cycles évanescents. 
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Le présent article se consacre à l'étude plus précise d'une intégrale de période 
évanescente, ce qui revient cette fois à fixer la classe d'homologie évanescente sur 
laquelle on intègre. Ceci conduit à une sous-classe intéressante des (a,b)-modules 
monogènes réguliers étudiés dans [B.09] qui est caractérisée par une propriété algébrique 
remarquable et simple dans le cas [A]— primitif : "L'unicité de la suite de Jordan- 
Hëlder". 

Les éléments de cette sous-classe que j'ai appelés des thèmes correspondent en fait 
à la construction "naïve" suivante : 

Considérons un sous-ensemble fini A c]0, 1] H Q (réduit à {A} dans le cas 
[A]— primitif ) et un entier A^, et considérons l'espace des séries formelles 

AeA,ie[0,Ar] ■'' 

Définissons la C —algèbre non commutative A en posant 

oo 

À:^{Y, Pu{a).}f, P.eC[x]} 
avec la relation de commutation a.b — b.a = 6^. 

On a une action naturelle de À sur S^^^ via les actions données respectivement 
par la multiplication par s (a := xs) et et l'intégration sans constante { b :— J^). 

Un thème sera alors un sous— .4— module monogène d'un tel c'est-à-dire le 



"A 



sous— vA— module à gauche engendré par un élément G 
En présence d'un (a,b)-modulc géométrique E et d'une application ( a, b) -linéaire 
T : E ^ sj^-* l'image par F du (a,b)-module monogène À.x engendré par x 
dans E, sera un thème. 

Par exemple si E est le complété formel en / du module de Brieskorn d'un germe 
de fonction / holomorphe à singularité isolée dans C""*"^ l'application (a,b)-linéaire 
r : E ^ associée à un cycle évanescent 7 qui fait correspondre à [u] le 

développement asymptotique (formel) de la fonction multiforme de détermination 
finie s ^^/df, 011 {'~fs)s£D* désigne la famille horizontale multiforme associée 

à 7 dans les fibres de /, et où l'on a choisi convenablement A et A^. 

Le polynôme de Bernstein d'un (a,b)-module monogène régulier étant décrit en 
terme du générateur de l'idéal annulateur d'un générateur du (a,b)-module monogène 
considéré, nous proposons dans cet article d'étudier les invariants (numériques) plus 
fins que le polynôme de Bernstein d'un thème. En fait nous décrirons tous les in- 
variants associés à une classe d'isomorphisme de thème primitif. Pour ce faire nous 
étudierons les familles holomorphes de thèmes, ce qui correspond à l'étude d'une 
période évanescente dépendant holomorphiquement d'un paramètre. Par exemple 
ce phénomène apparaît dans le cas d'une famille à fi constant de fonctions holo- 
morphes à singularités isolées, quand on considère une forme holomorphe (relative) 
et une classe d'homologie fixée dans une fibre fisse. 
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Notre objectif principal sera de décrire concrètement des familles liolomorphes verselles 
(et "minimales") pour les thèmes [A]— primitifs. Nous montrerons que dans le "cas 
stable" , le seul oii l'on peut espérer en général l'existence d'une famille universelle, 
les familles décrites sont effectivement universelles. 

Les principaux résultats de ce travail sont les suivants. 

1. Les théorèmes I2.L4I et 12.1.101 de stabilité des thèmes par quotient et dualité 
"tordue" qui permettront de montrer qu'un(a,b)-module monogène est un 
thème si et seulement pour chacun de ses exposants [A] sa partie [A]— primitive 
est un thème 12.1.111 

2. La caratérisation des thèmes stables et le théorème d'unicité 13.3.31 de l'écriture 
du générateur de l'idéal annulant un générateur standard dans le cas d'un 
thème primitif stable. Ceci donne l'universalité de la famille standard quand 
elle ne contient que des thèmes stables. Une condition suffisante simple (voir 
le corollaire I3.1.4p sur les invariants fondamentaux donnée au théorème 13.1.21 
permet d'assurer que c'est souvent le cas. 

3. L'existence des bases standards qui donneront la construction de familles 
verselles de thèmes [A]— primitifs, une fois fixés les invariants fondamentaux. 

4. Nous terminons par un exemple en rang 3 pour lequel nous montrons qu'il 
n'existe pas de famille universelle au voisinage de chaque thème stable ayant 
ces invariants fondamentaux. Ces thèmes stables sont paramétrés dans cet 
exemple par une hypersurface (non vide) de la famille standard. 

Par contre, une fois enlever cette hypersurface, on peut construire une famille 
qui est universelle au voisinage de chacun de ses points et paramètre tous les 
thèmes instables ayant ces invariants fondamentaux. 

1 Décomposition primitive. 
1.1 Rappels. 

Soit A le quotient de l'algèbre libre C < a,b > par l'idéal bilatère engendré par 
a.b — b.a — 6^. On notera que pour chaque G N b'^.A = A.b^ est un idéal bilatère 
de A. Soit A la complétée 6— adique de A. On a alors 

À:= {5^P,(a).6^P, gC[x]}. 

C'est une C —algèbre unitaire intègre qui contient la sous-algèbre commutative 
C[[6]]. On appelle (a,b)-module E un yl— module à gauche qui est libre de type 
fini sur C[[6]]. Se donner un (a,b)-module équivaut à la donnée d'un C[[6]]— module 
libre de rang fini E et d'une application C —linéaire a : E ^ E vérifiant la relation 
de commutation a.b — b.a = 6^ ; elle est continue pour la topologie 6— adique de E. 



4 



Une telle application C —linéaire a est déterminée de façon unique par les valeurs 
de a sur une C[[6]]— base de E, et elles peuvent être choisies arbitrairement dans 
E : en effet, si E :— C[[6]].ej et si on s'est donné arbitrairement des éléments 
xi,. . . ,Xk dans E, l'application a associée est bien définie sur £'0 := ®^=i C[6].ej 
par les relations 

a.6".ej = b^'-Xj + n.6"+\e^- Vn G N Vj G [1, k] 

qui sont conséquences de a.b — b.a — b^ et de a.ej — Xj Vj G [l,k]. L'application 
a se prolonge alors de façon unique à E par continuité. 

On dit que le (a,b)-module E est à pôle simple si on a a.E C b.E. 

On dit que E est régulier s'il se plonge dans un (a,b)-module à pôle simple. Dans 

ce cas le plus petit (a,b)-module à pôle simple contenant E est le saturé 

E^GE[b-'] -.^E^cm] C[[6]]M 

de E par b~^.a. La régularité de E est équivalente à la finitude sur C[[b]] de ce 
saturé 

E^ = J2 {b-\ay.E C E[b-^]. 

j>o 

Pour E à pôle simple on définit le polynôme de Bernstein de E, noté Be, 
comme le polynôme minimal de —b~^.a agissant sur l'espace vectoriel de dimension 
finie E/b.E. 

Plus généralement, le polynôme de Bernstein d'un (a,b)-module régulier E est 
défini comme le polynôme de Bernstein de son saturé par b~^.a. Donc Be '■— Be»- 

On dit qu'un (a,b)-module régulier est géométrique si toutes les racines de son 
polynôme de Bernstein sont des rationnels strictement négatifs. 

Si £^ et F sont deux (a,b)-modules, on définit leur produit tensoriel E <Sia,b F en 
considérant le produit tensoriel des deux C[[6]]— modules correspondants (qui est 
bien libre de type fini sur C[[6]]), et en définissant a : E <S)a,b F ^ E <^a,b F par la 
formule 

a{e (g) /) := (a.e) O / + e O (a./). 
On vérifie alors facilement que l'on a bien a.b — b.a = b^. 

De même, si £^ et F sont deux (a,b)-modules, on définit Homa,b{E, F) en 
considérant le C[[fc]]— module Homb{E,F) des applications C[[6]]— linéaires de E 
dans F et en définissant, pour cp e Homi,{E, F) et x e E : 

{a.ip){x) := a.Lp{x) — ip{a.x) (1) 
on a alors la C[[6]]— linéarité de (a.Lp) et l'identité [a.b — b.a).ip = b"^ .ip. 

On appellera dual de E le (a,b)-modulc Honia^biE, Eq) où EQ:=A/A.a est le 
(a,b)-module de rang 1 , de générateur Cq vérifiant a.ôQ = 0. Le lecteur vérifiera 
facilement que pour A e C le dual de Ex := À/À.{a - X.b), est (Ex)* ~ E_x- On 
peut facilement en déduire que pour E régulier on a canoniquement (E*)* ~ E. 
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Exemple. Si E est un (a,b)-module et si Es est le (a,b)-module de rang 1 et 
de générateur es tel que a.es — S.b.es (donc Es — A/ A.{a — ô.b)), le {a,h)-module 
E <Sia,b Es peut être identifié au C [[&]]— module E dans lequel on a défini l'action 
de "a" par à:—a + ô.b. 

On remarquera que pour chaque 5 G C il existe un unique automorphisme d'algèbre 
unitaire 9s de A envoyant a sur a + ô.b et b sur b. On peut donc voir E®a,bEs 
comme le ^—module obtenu en faisant agir A sur E via {a,x) ^ 6s{oi).x. 

1.2 Exposants. 

Définition 1.2.1 Soit E un (a,h)-module régulier. On notera Exp{E) C C/Z 
l'ensemble des classes modula Z des nombres —a où a décrit l'ensemble des 
racines du polynôme de Bernstein Be de E. 

On a donc toujours Exp{E) = Exp{E^), puisque, par définition Be — Be»- 
Remarques. 

1) On notera que [A] est dans Exp{E) si et seulement s'il existe A G [A] et 
une injection (a,b)-linéaire de Ex dans E. En effet, il suffit de prouver cette 
assertion pour E^, et dans ce cas on peut prendre pour A le plus petit élément 
de [A] pour lequel a — X.b n'est pas injectif, d'après la proposition 1.3 de [B.93]. 

2) Soit E* le dual du (a,b)-module régulier Alors Exp{E*) — —Exp{E). 

3) En utilisant la remarque précédente et l'isomorphisme de E avec son bi-dual, 
on voit que [A] est dans Exp{E) si et seulement s'il existe A G [A] et une 
surjection (a,b)-linéaire de E dans Ex- □ 

Lemme 1.2.2 Soit O^F^E^G^O une suite exacte de (a,b)-modules 
réguliers. Alors on a l'égalité Exp{E) — Exp{F) U Exp{G). 

Preuve. Soit ['\\&Exp{E). Alors il existe A G [A] et une injection (a,b)-linéaire 
Ex ^ E. Si on n{Ex) = {0} alors on a Ex G F et [A] G Exp{F). Sinon, on a 
'k{Ex) ^ Ex+p avec p G N, et on a donc [A] G Exp{G). 

Réciproquement montrons que Exp{G) C Exp{E) puisque l'inclusion de Exp{F) 
dans Exp{E) est claire. 

Soit f : G ^ E^ une application surjcctive. La composée / o tt est surjective ce 
qui montre que [/i] G Exp{E), grâce à la remarque 3) ci-dessus. ■ 

Remarque. Une conséquence facile de ce lemme est que si on a deux sous-(a,b)- 
modules F et F' d'un (a,b)-module régulier E et si l'on a 

[A] ^ Exp{F) U Exp{F') 

alors [A] n'est pas dans ExpiG) où G désigne le plus petit sous-module normal 
de E contenant F + F' . □ 
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1.3 Les (a,b)-modules [A]— primitifs. 



Définition 1.3.1 Soit A C C/Z. On dira qu'un (a,h)-module régulier E est 
[A]— primitif si toutes les racines du polynôme de Bernstein de E sont dans —A, 
c'est-à-dire si Exp{E) C A. 

Notations. Quand A = {[A]} nous dirons que E est [A] —primitif . 

Si M est le complémentaire de A dans C/Z nous dirons que E est [7^ A]— primitif 

pour dire qu'il est M— primitif. 

Remarques. 

1. Avec notre définition le (a,b)-module nul est A— primitif pour tout choix 
de A. De plus c'est le seul (a,b)-module qui soit à la fois A— primitif et 
[7^ A]— primitif. 

2. Une conséquence immédiate de la remarque 1) qui suit la définition 11.2.11 est 
que tout sous-(a,b)-module (normal ou non) d'un (a,b)-module A— primitif 
est A— primitif. 

3. Si on a une suite exacte Q—^F-^E^G^Q avec F et G A— primitifs, 
alors E est également A— primitif. 

Et réciproquement si E est A— primitif dans une suite exacte de (a,b)- 
modules, alors F et G le sont également. 

4. Si f : E F est une application ^—linéaire entre (a,b)-modules réguliers 
et si G C E est un sous-module A— primitif, alors f{G) est A— primitif. 
En effet, sinon on peut trouver un sous-module isomorphe à E^ dans f{G) 
avec /i ^ A et donc un sous-module H := Gn f~^{E^) avec une suite exacte 

^ Ker{f) nG^H^E^^O 
ce qui contredit la remarque 3) précédente. □ 

Proposition 1.3.2 Soit E un (a,h)-module régulier et soit A C C/Z. // existe 
un unique sous-(a,h)-module normal E[K\ C E qui est A— primitif et contient tout 
sous-module A— primitif de E. 

Preuve. Montrons l'assertion par récurrence sur le rang de E. Comme l'assertion 
est claire en rang 1, supposons l'assertion montrée en rang <k — l avec k>2ei 
montrons-la en rang k. 

Si tout [A] G —A n'est pas la classe modulo Z d'une racine du polynôme de 
Bernstein de F, il est clair que {0} est le plus grand sous- (a,b)-module A— primitif 
de E. 
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Supposons donc qu'il existe une racine —A du polynôme de Bernstein de E telle 
que A G A. On peut alors trouver un sous-module normal de E isomorphe à Ey 
avec [A'] = [A] en normalisant l'image d'une injection E\ ^ E. On a alors la suite 
exacte 

Q^Ex'^E^F^Q 

et F est de rang k — 1. L'hypothèse de récurrence nous fournit un plus grand sous- 
module A— primitif F[K\ dans F qui est normal. Montrons qu'alors 7r~^(F[A]) 
est le E[K\ cherché. D'abord il est normal dans E puisque F[N\ l'est dans F. 
De plus la suite exacte 

^ Fv ^ 7r-i(F[A]) ^ F[A] ^ 

montre qu'il est A— primitif d'après la remarque 3) ci-dessus. 
Soit G un sous-module A— primitif de E. D'après la remarque 4) faite plus haut 
son image par vr est A— primitive donc contenue dans F[K\, ce qui montre que G 
est bien contenu dans ti~^{F[A\). ■ 

Remarques. 

1. On a Exp{E[A\) = Exp{E) f] A. 

2. Soit E un (a,b)-module régulier et A C C/Z. Pour F C E un sous-(a,b)- 
module on a F[A] = En E[A]. En effet l'inclusion de F n E[A] dans F[A] 
résulte de la maximalité de F[A] puisque Fn-E'[A] est A— primitif. L'autre 
inclusion est évidente. □ 

Lemme 1.3.3 Soit E un (a,h)-module régulier et A C 'Cj'L. Définissons main- 
tenant F/[A] := E I E[^ A]. Alors -^/[A] est A— primitif et tout (a,h)-module 
quotient A— primitif de E est canoniquement un quotient de F/ [A]. 

Preuve. Soit g A et considérons une surjection F F^j. La restriction de 
TT à F[7^ A] est soit nulle, soit d'image F^+p pour un p G N. Mais ce second 
cas est exclu car il impliquerait que [/i] G Exp{Ey^ A]), contredisant la remarque 
1) ci-dessus. On a donc Exp{Ey^ A]) = Exp{E) \ A. 

Supposons maintenant que FcF est un sous- (a,b)-module normal tel que E/F 
soit A— primitif. Comme on a F[7^ A] = F H F[7^ A] d'après la remarque 2) 
précédente, on aura une injection de F[^ A]/F[^ A] dans F/F qui est supposé 
A— primitif. On en déduit que E[^ A]/F[7^ A] est nul d'après les remarques 1 et 
4 qui suivent la définition 11.3. 1[ Donc F [7^ A] C F et F/F est un quotient de 
F/ [A]. ■ 

Définition 1.3.4 Nous appellerons partie A—coprimitive de F le quotient F/[A] 
introduit au lemme précédent. 
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Remarques. 

1. Soit O^F^E^G^O une suite exacte de (a,b)-modules réguliers. Pour 
tout A C C/Z on a la suite exacte : 

^ F[A] ^ E[A] ^ G[A]. 

On n'a pas exactitude à droite en général, ce que l'on peut déjà vérifier sur la 
suite exact^ 

O^E^^ Ex,^ ^ Ex-i ^ 
avec A = {A} en supposant que /i ^ [A]. 

2. Soit E un (a,b)-module régulier et A C C/Z. On a une flèche naturelle 

E[A] E/[A] 

donnée par composition de l'inclusion -^[A] "-^ E et du quotient E E f[A]. 
Cette flèche est injective, mais pas surjective en général. En effet l'injectivité 
résulte de l'égalité E[A] fl E[j^ A] = {0}. Elle n'est pas surjective déjà pour 
Ex,iM si [A] 7^ [/i] et A = [A] puisque E[A] = Ex et E/[A] = Ex-i dans 
ce cas. En général, on a donc E[A] (B E[^ A] ^ E . □ 



Corollaire 1.3.5 Soit E un (a,h)-module régulier, et soient Exp{E) := {Ai, . . . , A^}, 
avec [Xi] 7^ [Xj] pour i ^ j , et rangés dans un ordre arbitraire. Alors on a une 
suite de composition unique (une fois l'ordre des [Xj] fixé) 

= Fo C Fl C ■ ■ ■ C = E 

de sous-modules normaux de E tels que FjjFj-i soient [Xj]— primitifs pour 
chaque j G [l,d]. 

Preuve. La récurrence est immédiate en posant Fj := F[{Ai, . . . , Aj}]. ■ 

On prendra garde que, en général, pour j > 2, le quotient Fj/Fj_i n'est pas 
isomorphe à F[Aj], comme le montre l'exemple du (a,b)-module de rang 2 Ex,n 
quand [A] 7^ [fi]. 



^Rappelons que i?A,/i est le (a,b)-niodule de rang 2 où a est défini par 

a.ei — e2 + {X — l).6.ei 0.62 — ^.6.62. 
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Corollaire 1.3.6 Soit E un (a,h)-module régulier et soit K d 'C/'L. La dualité 
des (a,h)-modules transforme la suite exacte 

^ ^[A] ^ E E/E[K\ 

en la suite exacte 

^ E*[^ -A] ^E* ^ {E[K]y 
ce qui montre que l'on a un isomorphisme canonique {E[A]y ~ E*/[—A]. 

Preuve. Le dual d'un (a,b)-module A— primitif est [—A]— primitif. Donc la 
propriété universelle de l'inclusion E[A] "-^ E vis à vis des applications ^—linéaires 
dans E de modules A— primitifs donne par dualité que la surjection E* [E[A\y 
factorise toute application ^—linéaire de E* dans un (a,b)-module [—A]— primitif. 
Donc (£'[A])* est la partie A— coprimitive de E*. Ceci montre que le noyau de ce 
quotient est la partie primitive de E* pour [7^ —A] . ■ 

Une conséquence simple de ce corollaire, puisque le dual d'un (a,b)-module monogène 
régulier est monogène régulier (voir [B.09]), est que la partie A— primitive d'un (a,b)- 
module monogène régulier est encore un (a,b)-module monogène régulier. 
En effet l'aspect monogène est clair pour la partie coprimitive, le corollaire ci-dessus 
donne alors cette assertion par dualité. 



2 Thèmes. 

2.1 Définition et stabilité par quotient et dualité. 
2.1.1 Définition et exemples. 

Notations. Soit A c]0, 1] n Q un sous-ensemble fini et un entier. Nous 
considérerons le C[[6]]— module libre de type fini 

\eA,je[o,N] ■'' 

muni de la structure de ^—module (à gauche) donnée par l'application C —linéaire 
a qui est la multiplication par s, la notation des générateurs correspondant au fait 
que l'on interprète h comme l'intégration sans constante. Ceci correspond à l'égalité 

AeA,je[o,Ar] "'" 

Nous noterons ausssi S la somme de de tous les S^'^^ pour tous les A g]0, 1] fl Q 
et tous les entiers N. 



Définition 2.1.1 Nous dirons qu'un (a,h)-module monogène est un thème s'il est 
isomorphe à un sous-(a,h)-module ( nécessairement monogène) de Sy^^ 
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Remarques. 

1) On notera déjà qu'un thème est toujours, par définition, un (a,b)-module monogène 
géométrique. 

2) Le thème E est [A]— primitif s'il est isomorphe à un sous-module de 

je[o,N] 

pour A?" e N assez grand, 011 A est dans Qn]0, 1]. □ 

Remarque. En rang 1 tout (a,b)-module géométrique est un thème, puisque pour 
A e Q+* on a - <C[[h]].s^-^ C 5. □ 



Lemme 2.1.2 Un thème [X]— primitif de rang 2 est isomorphe soit à E\^\ soit à 
Ex+n.x{<^) CLvec A G 1 + Q*^, n G N* et a G C*, c'est à dire isomorphe soit à 
À/À.{a-X.b).{a-{X-l).b) soit à À/À.Pn,a avec 

Pn,a (a - A.6).(l + a.b'^yKia - {X + n-l).b). 

En particulier il contient un unique sous-module normal de rang 1 qui est isomorphe 
à E^. 

Preuve. Dans la classification des (a,b)-modules réguliers de rang 2 donnée dans 
la proposition 2.4 de [B.93] p. 34 on constate que les deux premiers types ne sont pas 
monogènes (car ils sont à pôle simple). Le quatrième type est le second cas donné 
dans l'énoncé. Il se plonge dans S^^^ pour A G 1 + Q*"^ sous la forme À-i^ où 

^ s^+^'-^Logs + -f.s^-^ 

avec 

(A - l).A...(A + n-2) 

7 = • 

n 

Montrons qu'un (a,b)-module de rang deux primitif du troisième type n'est un thème 
que dans le cas £^a,a- Montrons donc que E := Ex,x+p avec A G Q*"*" et p G N* 
n'est pas un thème. Raisonnons par l'absurde : si c'était le cas, on aurait un 
plongement de Ex,x+p dans S^^^ et donc si l'on considère la C[[6]]— base standard 
de Ex,x+p donnée par a.ci = 62 + (A — l).b.ei et 0.62 = (A + p).b.e2, l'image de 
62 par ce plongement serait égale à c.s'^~^^~^ avec c G C*. Soit F l'image de b.ci 
par ce plongement. On aura alors 

s.^^c.s^+P-^ + iX-l).F 
as 
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et la resolution de cette équation différentielle donne F(s) = ^.s'*'"''^ ^+7.5'^ ^. Pour 

A e]0, 1] ceci impose 7 = 0, puisque F e bE^^\ On en déduit que l'image dans 
S de Ex,x+p est de rang 1 et égale à C[[6]].s^-2 p^^j. x> 1 et à C[[b]\.s^+P-'^ 
pour A e]0, 1]. Ceci montre notre assertion. 

Par ailleurs on vérifie facilement que A.^p avec (p :— s^~^.Logs est bien un 
plongement de E\^\ dans S pour A G 1 + Q*^. 

L'unicité du sous-module normal de rang 1 pour les deux cas considérés s'obtient 
facilement par un calcul direct ; le lecteur pourra aussi se reporte à [B.93]. ■ 

Remarque. On notera que dans tous les cas la suite de Jordan-Hôlder d'un thème 
de rang 2 vérifie l'inégalité Ai < A2 — 1. On a même Ai < A2 sauf dans le cas de 
Ex^. □ 



2.1.2 Quotient et dual d'un thème. 

La proposition suivante est la clef du théorème de stabilité des thèmes par quotient. 

Proposition 2.1.3 Soit E un thème [A] primitif non nul. Alors E admet un 
unique sous-module normal de rang 1. Si Ex d E est ce sous-module normal, le 
quotient E j Ex est un thème [X]— primitif. 

Preuve. L'existence des suites de Jordan-Hôlder pour les (a,b)-modules réguliers 
montre qu'il existe au moins un sous-(a,b)-module normal de rang 1 dans E, et 
comme E est [A]— primitif, il est isomorphe à Ex^ où Ai G [A]. 
Supposons que l'on dispose de deux sous-modules normaux, notés respectivement 
Gi ~ Exi et G 2 — Ex2- Posons G :— Gi -\- G2, et montrons que G est 
nécessairement de rang 2 si l'on suppose Gi ^ 6*2. 

En effet si G est de rang 1 il est isomorphe à Ex et on a nécessairement Gi = If .G 
et G2 = b'^.G. Mais la normalité de Gi et G2 donne p — q — 0, c'est à dire 
G = Gi = G2. 

Donc G est un thème [A]— primitif de rang 2. Mais on a vu qu'un thème 
[A]— primitif de rang 2 n'admet qu'un unique sous- module normal de rang 1. Donc 
on a Gi — G2, puisque la normalité de Gi dans E implique sa normalité dans 
G; ceci prouve l'unicité. 

Pour montrer que le quotient E I Ex est un thème, commençons par montrer que 
l'on a pour chaque A g]0, 1] n Q une suite exacte de ^—modules à gauche 

^ c[[b]].s^-' ^ sf ) ^ sf ^ 

oia N et oii l'on rappelle que 



je[o,Af] 
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Définissons l'application C[ [6]]— linéaire fx en posant 



Ms^-') = et 



,A-i (LogsY _ {LogsY ^ 



fx{s'-'.^^) = s'-\ \.' pour j > 1. 

On vérifie alors que l'on a fx{a.s'^~^.^^^^jf^) = a./(s^~^.-^^^^^) en utilisant la 
C[ [6]]— linéarité de fx et les relations 

pour j > 1 et a.s'*'"^ = A.ft.s'^"^ pour j — 0. Le fait que fx soit surjective et de 
noyau C[[6]].s'^~^ est alors immédiat. 

Considérons alors un thème [A]— primitif E '^^x^\ et soit F son unique sous- 
module normal de rang 1. Il s'envoie bijectivement sur C[[6]].s'^"'"^~^ pour un entier 
p > 0, par l'injection de E dans H^^-*. Montrons qu'il est égal k E f] Ker{fx)- 
En effet il est contenu dans Ker{fx) d'après ce qui précède, et si a; G Ker{fx) r\E, 
on a x — S{b).s^~^. Notons q la valuation de -S G C[[&]] \ {0} (le cas x — est 
clair). Si on a q < p, alors s^~^'^~^ G E, puisque E est un C[ [6]]— sous-module, et 
on obtient ainsi un élément y de E tel que bP~'^.y G F. Comme F est normal, 
on a y & F, ce qui est contredit l'hypothèse q < p. Donc S{b) G 6^.C[[6]] et 
a; G F. 

Donc le noyau de fx restreinte à £^ est F et donc fx induit une injection 
( a, b) -linéaire de E/F dans E^^~^\ Donc E/F est un thème [A] —primitif . ■ 



Théorème 2.1.4 Soit E un thème et F un sous-module (a, b) -module monogène 
de E; alors F est un thème. Si F est un sous- (a,b) -module normal dans E, 
alors le quotient E/F est un thème. 

Remarque. Si F est un sous-(a,b)-module normal dans E, alors F est 
nécessairement monogène c'est donc un sous-thème normal de E. 
En effet si F est normal, F/b.F — > E/b.E est injective. Comme l'action de a 
sur E/b.E est un donnée par un nilpotent principal, le sous-cspacc stable F/b.F 
est égal à Im(a^) pour un entier h; donc F /a. F -\- b.F est de dimension 1, ce 
qui implique que F est monogène. □ 



Preuve. La première assertion est immédiate. 

Comme le quotient d'un (a,b)-modulc monogène est monogcnc et le quotient d'un 
(a,b)-module géométrique est géométrique, le quotient E/F est monogène et 
géométrique. 

Montrons que E/F est un thème par récurrence sur le rang de F. 

En rang 1, le résultat est une conséquence immédiate de la preuve de la proposition 
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12.1.31 : en considérant l'application gx '■ Sj^^ — Sj^^ qui est donnée par la somme 
directe de fx composée avec l'inclusion E^-^ ^ '^x^\ sur S^^^ et l'identité sur 
sj/^-* pour n e A, fi X. 

Supposons maintenant le résultat établi pour F de rang < k — 1 et considérons 
un sous-module normal F de rang k d'un thème E. En choisissant un sous- 
module normal Ex C F qui est normal dans F donc dans E, on constate que 

E/F ~ {E/ Ex) /{F /Ex) et donc que l'on a un quotient du thème E / Ex par 

le sous module normal F /Ex qui est de rang k — 1. L'hypothèse de récurrence 
permet donc de conclure. ■ 



Corollaire 2.1.5 Soit E un (a,h)-'module monogène. C'est un thème si et seule- 
ment si pour chaque [A] G Exp{E), la partie [X] — coprimitive E/[X] est un thème. 

Preuve. Le théorème 12.1.41 de stabilité des thèmes par quotient implique que la 
condition est nécessaire. Montrons qu'elle est suffisante. 

Posons Exp{E) = {[Ai], . . . , [AJ}. Soit 9i : E ^ E^^^ pour i G [l,d] l'application 
(a,b)-linéaire obtenue en composant le quotient E — > E/[Xi] avec une injection 
(a,b)-linéaire du thème primitif E/[Xi\ dans E^^\ on {Xi} = [Aj]n]0, 1]. 

Posons alors 6 := ©^=16*^ : E e]^\ on A := {Ai, . . . , A^}, et montrons que 6 est 
injective. Par construction, on a Kerdi = E\^ Aj] et comme nîi?[Pi] = -E[niPi] 
on obtient l'injectivité puisque nf=i[7^ Aj] = dans Exp{E). ■ 

Nous déduirons plus loin, grâce au théorème de dualité, qu'un (a,b)-module monogène 
réguher E est un thème si et seulement si pour chaque [A] G Exp{E) la partie 
primitive F [A] de E est un thème. Le lecteur, à titre d'exercice, pourra montrer 
directement ce résultat en s'inspirant de la méthode de démonstration utilisée pour 
obtenir la caractérisation suivante des thèmes primitifs. 



Théorème 2.1.6 Soit E un (a,b)-module monogène géométrique possédant un 
unique sous-module normal de rang 1. Alors E est un thème primitif. 



DÉMONSTRATION. Par récurrence sur le rang de E. L'assertion étant claire en 
rang 1, supposons-la démontrée en rang k > 1 et considérons un (a,b)-module 
monogène géométrique E de rang k + 1 vérifiant notre hypothèse. Soit F un 
sous-module normal de rang k de E. Alors c'est un thème [A]— primitif d'après 
l'hypothèse de récurrenc^. On a une suite exacte 

O^F^F^Fa'^0 avec A' G [A] (@) 

car si E n'était pas primitif, il posséderait deux sous-modules normaux de rang 1 
correspondant à des exposants distincts modulo Z, contredisant l'hypothèse. 

^Remarquer que si G est normal dans F qui est normal dans E, G est normal dans E. 
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Fixons une injection ^—linéaire j : F ^ E et considérons la suite exacte d'espaces 
vectoriels 

^ Homj^iEy, S) ^ Hom_^{E, S) ^ Hom^{F, S) -> 

déduite de (@), l'exactitude résultant de [B. 05] th. 2.2.1 p. 24. Soit j G Homj^{E, S) 
s'envoyant sur j G Hom_^{F,E). Si j est injective, la démonstration est terminée 
par définition d'un thème. Sinon, soit G :— Kerj ^ {0}. Comme j induit j sur 
F, on aura GnF — {0}, et donc G est de rang 1 et normal comme noyau, puisque 
S n'a pas de 6— torsion. Mais l'unique sous-module normal de rang 1 de £^ est 
contenu dans F, puisque F est de rang k > 1. Contradiction. 
Donc j est injectif . ■ 



Corollaire 2.1.7 Soit E un thème primitif de rang k. Alors E possède pour 
chaque j G [0,k] un unique sous-module Fj qui est normal et de rang j. 
Choisissons, pour chaque j G [0, A; — 1], une injection A— linéaire 9j : E / Fj ^ E. 
Alors Oq, . . . , 9k-i forment une base de l'espace vectoriel Hom^{E, H). 

Preuve. Montrons par récurrence sur j > 1 l'unicité du sous-(a,b)-module 
normal de rang j dans un thème primitif E. Comme le cas j — 1 a été montré 
au théorème précédent, supposons j >2 et l'assertion montrée pour un sous-(a,b)- 
module normal de rang j — 1 d'un thème primitif. Soit E un thème primitif et 
notons G son unique sous-(a,b)-module normal de rang 1. Alors E^G est un 
thème primitif et il admet donc un unique sous-(a,b)-module normal Fq de rang 
j — 1. Soit TT : £■ — > E/G l'application quotient, et notons F :— 7r~^{Fo). Alors 
F est un sous-(a,b)-module normal de rang j de E. 

Considérons alors un sous-(a,b)-module normal Fi dans E de rang j. On a 
G C El, car si G n'était pas l'unique sous-(a,b)-modulc normal de rang 1 de Fi, 
cela contredirait l'unicité de G. Donc 7r(Fi) est de rang j — 1 dans E/G. 
Il est normal car si y G 7r(Fi) fl b.{E/G), on peut écrire y = 7r{x) où x E Fi 
et y — 7r{b.z) où z E E. Donc x — b.z + t avec t e G C Fi. Alors 
X — t E FiD b.E — b.Fi. Donc y = t^{x — t) est dans 6.7r(Fi). On en déduit que 
7r(Fi) = Fq ce qui implique Fi = F. 

La seconde assertion du corollaire résulte du fait que dimc (iïom_^(£^. S)) = k 
d'après le théorème 2.2.1 de [B. 05] et du fait que les 9i sont linéairement indépendants 
En effet si l'on a YliZo — ^ ©t io est le premier indice pour lequel ^ 0, 

alors, pour x G Fio+i \ Fi^ on obtient ai^.Qi^ix) — 0, ce qui est absurde. ■ 

Remarque importante. Un thème [A]— primitif possède une unique suite de 
Jordan-Hôlder, et réciproquement, l'unicité de la suite de Jordan-Holder pour 
un (a,b)-module monogène géométrique [A] —primitifs ceiractérise les thèmes 
[A]— primitifs. 

En fait, quitte à fixer un ordre dans Exp{E), on a également unicité de la suite de 
Jordan-Holder d'un thème général respectant l'ordre fixé. □ 
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Lemme 2.1.8 Soit E un thème [X\— primitif. Soit 

= FoCFiC---CFk-iCFk = E 

son unique suite de Jordan-Hôlder et posons Fj/Fj^i pour j G [l,k]. Alors 

pour chaque j G [1, A; — 1] le nombre pj = Xj+i — Xj + 1 est un entier naturel. 

Preuve. Le fait que pj G Z est trivial. C'est un entier positif ou nul en raison 
de la proposition 3.5.2 de [B.09] qui donne l'inégalité Aj+i > Xj — 1. ■ 

On remarquera que les inégalités du lemme précédent reviennent à dire que la suite 
Xj + j est croissante (comparer avec la proposition 3.5.2 de [B.09]). 

Notation. Soit E un thème [A] —primitif . Nous noterons Ai,...,Afc les nombres 
associés aux quotients de son unique suite de Jordan-Holder. Une façon équivalente 
de se donner la suite (ordonnée) Ai, . . . , A^ consiste à préciser Ai et à se donner 
les entiers (positifs ou nuls) Pi, ■ ■ ■ ,Pk-i définis en posant A^+i = Xj +pj — 1 pour 
jG[l,A;-l]. □ 

Définition 2.1.9 Nous appellerons invariants fondamentaux d'un thème E 
supposé [X]— primitif de rang k la donnée de la suite ordonnée Ai,...,Afc 

ou bien, ce qui est équivalent, de Ai et des entiers pi, - ■ ■ ,Pk-i- 

Remarque. On notera que l'on a Xj+j>Xk + k>k pour chaque j G [1, k] 
puisque l'on a A^ > 0. En particulier on a Ai > A; — 1. □ 

Pour un thème [A] —primitif E la donnée des invariants fondamentaux est plus fine 
que la donnée du polynôme de Bernstein Be qui revient à se donner l'élément de 
BernsteiiiH Pe '■= (a — Ai. 6) ... (a — Xk-b) G À. En effet, le polynôme de Bernstein 
ne précise pas l'ordre de ses racines. 

Théorème 2.1.10 Soit E un thème [X]— primitif de rang k d'invariants fonda- 
mentaux Al, ... , Afc. Alors pour tout nombre rationnel ô vérifiant ô > Xk + k — 1 
le (a, b) -module E*®a,bEs est un thème [5 — X]— primitif , où E* désigne le dual 
de E, d'invariants fondamentaux 5 — Xk, . . . ,ô — Xi. 

DÉMONSTRATION. D'abord le dual d'un (a,b)-module régulier et monogène est 
régulier et monogène d'après [B.09]. Le dual d'un thème [A]— primitif est [—A]— primitif. 
Par ailleurs les sous-modules normaux du dual correspondent bijectivement aux du- 
aux des quotients. Comme on a exactement un seul quotient pour chaque j G [0, k] 
ovL k désigne le rang de E, on en conclut que E* Ç^a,b Es sera un thème grâce au 
théorème 12.1.61 dès qu'il sera géométrique, c'est à dire dès que le premier quotient 
de la suite de Jordan-Hôlder de E* ®a,b Es sera > k — 1. Comme il vaut ô — Xk 
l'assertion est démontrée. ■ 



Voir [B.09] def. 3.3.1. 
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Remarques. 

1) Donc pour un thème [A]— primitif E d'invariants fondamentaux Ai,pi, . . . 

et ô rationnel tel que 5 — Afc > A; — 1, le thème [ô — A]— primitif E* (S)a,b Es 
aura pour invariants fondamentaux ô — \k,Pk-i, ■ ■ ■ ,Pi- 

2) Pour un thème général on en déduit que pour 5 G N assez grand, E* (g) Es 
est un thème, en remarquant que la partie [A]— coprimitive de E* (8> Es est 
{E[—X])* (g) Es pour chaque [A] G C/Z. On conclut alors grâce au corollaire 



On a alors le dual du corollaire 12.1.51 

Corollaire 2.1.11 Soit E un (a, bj-module monogène géométrique. C'est un thème 
si et seulement si pour chaque [A] G Exp{E), la partie [X\— primitive E[X\ de E 
est un thème. 

2.2 Structure des thèmes [A]— primitifs. 
2.2.1 Le théorème de structure. 

En fait le théorème 3.4.1 de [B.09] donne le théorème de structure suivant pour les 
thèmes [A] —primitifs : 

Théorème 2.2.1 Soit E un thème [X\— primitif dont les invariants fondamentaux 
sont Xi,pi, . . . ,pk-i. Alors il existe Si,---,Sk-i des éléments de C[b] vérifiant 
Sj{0) = 1 et deg(S'j) < Pj + ■ ■ ■ + Pk-i , tels que l'on ait E ~ A/A.P avec 

P={a- Xi.b).S^\a - A2.6) . . . S^\.{a - X^.b). 

De plus, pour chaque j G [1, A; — 1] le coefficient de If^ dans Sj est non nul. 
Réciproquement, pour tout choix de [A] G Q/Z, tout choix de Ai G [A], Ai > A; — 1, 
d'entiers pi,--- ,Pk-i positifs ou nuls, et d'éléments Si,-- - ,Sk-i dans C[[6]] 
vérifiant Sj{0) = 1, tels que le coefficient de b^^ dans Sj soit non nul, le quotient 
A/A.P est un thème [X]— primitif . 

DÉMONSTRATION DU THEOREME. La partie directe est une conséquence immédiate 
du théorème 3.4.1 et du lemme 3.5.1 de [B.09], compte tenu de l'unicité de la suite 
de Jordan-Holder d'un thème [A]— primitif. 

Montrons la réciproque. Il est clair que le quotient A/A.P est un (a,b)-module 
monogène géométrique de rang k. Nous allons montrer que c'est un thème par 
récurrence sur k. Comme le cas k = 1 est évident, supposons le résultat 
montré pour A; — 1. Soit Q := (a — Xi.b).S^^{a — X2.b) . . . S^\.{a — Xk-i.b). 
L'hypothèse de récurrence donne alors que F := A/ A.Q est un thème. Soit donc 
Lf G S^^^ tel que À.ip soit isomorphe à F. Pour construire G S^^^^'' vérifiant 
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(a — Xk.b).ip = Sk-i-f, il suffit de résoudre une équation différentielle élémentaire. 
Explicitement s.f'{s) — \k-f{s) = Sk-i{b).ip{s), où l'on a posé b.tp = f. Le point 
important est que, comme F est de rang A; — 1, on peut, quitte à multiplier (p par 
un inversible de C[[6]], supposer que (/? est un polynôme en Log s à coefficient 
dans C[ [6]], de degré k — 2 avec un coefficient de {Log s)^^"^ égal à s^''-^^^ . On 
constate alors que le fait que le coefficient de 6^*=-^ dans Sk-i soit non nul, assure 
que le degré en Log s de if) sera exactement /c — 1, puisque = \k-i + 'Pk-i — 1- 
Alors le morphisme ^/ÀP — > S^^"*""^^ défini en envoyant 1 sur '0 aura une image 
A.'^ qui sera de rang k sur C[[6]]. C'est donc un isomorphisme, et A/ À.P est 
donc un thème. ■ 



2.2.2 Bases standards. 

Commençons par expliciter la suite de Jordan-Holder d'un thème [A]— primitif de 
rang k quand il est plongé dans S^*^"^^ l'espace des développements asymptotiques. 

Lemme 2.2.2 On fixe [A] G Q/Z et on note {A} =]0, l]n[A]. Soit G tel 
que E := A.ip soit un thème de rang k. Alors pour chaque jG [l.A;] l'intersection 
En'E^l est l'unique sous-thème normal Fj de rang j de E. La restriction de 
TTj : S^^ ^V"A — -^A à Fj a pour image E\. et pour noyau Fj-i- 

Preuve. Montrons que le sous-(a,b)-module Gj := E (1 est normal : si 

X E E et vérifie b.x G on a nécessairement x G S^"* puisque b préserve 

le degré en Log s. 

Comme le noyau de {'n'j)\G- est Gj-i, on a rg{Gj) < rg{Gj-\) + 1, pour chaque 
j G Comme Gq = {0} et rg(Gk) = k par hypothèse, on a nécessairement 

rg{Gj) = j pour tout j&[l,k] et donc Gj = Fj. ■ 



Corollaire 2.2.3 Dans la situation du lemme précédent, posons 
TTk{(p) = Sk.e\i_. Alors Sk est un inversible de C[[b]] et l'élément 

ipk-i := (a - Xkb)).S^^.(p 

est un générateur du sous-thème normal Fk-i de E = Fk. 

Preuve. En fait est le coefficient de s^^"^ .{Log sY"^ / k\ dans </?, ce qui 
montre que (fk-i est dans Fk^i = Ker{'Kk)'^E. C'est nécessairement un générateur 
de -Ffc-i car dans l'espace vectoriel Fk_i/b.Fk-i C Ejb.E qui est de dimension 
A; — 1, les classes ^k-ii ci-fk-i, ■ ■ ■ , fl^~^-<^fc-i forment un système libre, puisque les 
classes de ip,a.ip, ■ ■ ■ ,a''~^.(p dans Ejb.E forment une base. ■ 
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La base standard de A/A.P. Soit E := A/ A.P un thème de rang /c, où l'on 
suppose que P — {a — \i.h).Sï^{a — A2.6) . . . S^\.{a — Xk-b). Soit e un générateur 
de E comme ^—module, d'annulateur A.P (par exemple e = [1]). Définissons 
les éléments e^, e^-i, • • • , ei de E par les relations suivantes : 

i) efe := e ; 

ii) Cj := S~^.{a — \j+i.b).ej^i pour j e [1, /c — 1]. 

Une conséquence immédiate du corollaire précédent est que ei,-- - ,6^ est une 
C[[6]]— base de E. Elle sera appelée la base standaird associée au générateur e 
et au choix de P engendrant l'annulateur de e dans E. 

On notera que les relations (a — Aj+i.6).ej+i = Sj.ej,j G [0,/c — 1] avec la convention 
eo = déterminent le (a,b)-module E de rang k. □ 

Lemme 2.2.4 Soit E un thème [\]— primitif et soit, pour j e [0, A; — 1] 
Pj ■= (« - ^j+i-b)-S~+i . . . S^\.{a - Xk.b) 

où Pq est le générateur de l'idéal annulateur d'un générateur standard e :— Ck de 
E. Notons ei,...,efc la hase standard associée à e. 

Si X E Fk-j vérifie Pq.x = dans E, alors Pj.x = dans E, et il existe p G C 
tel que x — p.h^^~^'^-i .Ck-j soit dans F^-j-i. 

Preuve. En envoyant e sur x on définit un élément de Hom^{E, F^-j) dont 
le noyau contient nécessairement Fj. C'est donc une application ^—linéaire de 
E I Fj dans Fk_j. Comme Pj{e) = Sj.ej est dans F^-, on aura Pj.x = 0. 
Mais alors l'image de x dans Ex^._j via le quotient Fk-j/Fk_j_i ~ Ex^^_J est 
dans le noyau de 

Pj ■ E\u-j Ex^_. 

qui est égal à C ■h^''~^'^~^ -ex^ . puisque ce noyau est isomorphe à Hom^{Fj, Exi^_.) 
qui est de dimension au plus 1 puisque Fj est un thème, ce qui prouve notre 
seconde assertion. ■ 

3 Endomorphismes et thèmes stables. 

3.1 Injections entre deux thèmes primitifs de même rang. 

Commençons par étudier les injections ^—linéaires entre deux thèmes [A]— primitifs. 

Lemme 3.1.1 Soitent E' G E deux thèmes [X\— primitifs de même rang k. 
Soient /ii, . . . , /ik et Ai,...,Afe leurs invariants fondamentaux respectifs. Alors 

on a 

i) Vj e[l,k] > Xj ; 

ii) dimciE/E') = J2']=i H - ^j- 
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Preuve. Montrons cela par récurrence sur le rang k. Le résultat étant clair pour 
A; = 1, supposons-le montré en rang k — 1. Comme C F^-i, on obtient 

immédiatement les inégalités /ij > Xj Vj G [1, A; — 1]. De plus, la restriction à E' 
de l'application Wk '■ E ^ E / F^-i — E\^ n'est pas nulle, sinon E' serait contenu 
dans Fk-i et ne serait pas de rang k. On a donc un quotient de rang 1 de E' 
contenu dans Ex^,- Ceci donne ii^ > A^. 
Enfin on a la suite exacte 

^ Fk-,/Fl_, ^ E/E' ^ E/iFk-, + E')^0 

puisque F^^iHE' est normal et de rang k — 1 dans comme noyau de {Tik)\E', 
et donc égal à -Ffc_i. L'hypothèse de récurrence donne 

dimcFfc-i/Ffc_i = I]j=i A*j " ^j- De plus, puisque 7rk{E') = E^^^, le quotient 
e/ {Fk-i + E') est de dimension //^ — et la suite exacte permet de conclure. ■ 

Théorème 3.1.2 Soient E' et E deux thèmes [X\— primitifs de rang k. L'espace 
vectoriel des m,orphismes A— linéaires de E' dans E modulo ceux qui sont de 
rang < k — 1 est de dimension < 1. 

Supposons que les invariants fondamentaux respectifs /Xi, . . . , /x^ et Ai, . . . , A^ de 
E' et E vérifient la condition 

fij-Xj>k-l Vje[l,A;]. 

Alors il existe une injection A— linéaire i : E' ^ E. 

DÉMONSTRATION. Montrons par récurrence sur le rang la première assertion : 
comme elle est clair en rang 1, supposons- là démontrée en rang k — 1, et considérons 
deux injections (fi et ip2 de E' dans E. Leurs restrictions à sont des 

injections dans et l'hypothèse de récurrence fournit un o; G C* tel que 

(fil — a.(fi2 ne soit plus injective dans Fj^^^, donc à fortiori dans E'. 

Montrons le second résultat par récurrence sur A; > 1. Comme le cas k = 1 est 
immédiat, supposons k > 2 et le résultat prouvé en rang k — 1 sous la forme 
suivante: Soient F(,_i et F^^i deux thèmes de rang k — 1 vérifiant iij — \j>k — 2 
pour i G [1, /c — 1]. Notons 

Q' := (a - iii.h).T{^ . . . T^"_V(« - /^fc-i) 
g := (a - Ai.6).^ri . ..S^^^.{a - Xk-i) 

les générateurs respectifs des annulateurs dans A des générateurs respectifs Ek-i 
et Ck-i de et F^^i. Alors il existe un élément 

fc-2 
h=l 
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de Fk-i qui est annulé par Q\ avec Vh G C[[6]], V/i G [1, A; — 2] et a ^ 0. 

Ceci implique l'existence d'une injection ^—linéaire de Fl_^ dans Fk-i donnée 

en envoyant le générateur £fe_i de sur x. 

Appliquons cette hypothèse de récurrence de la façon suivante : soient Fl_^ et Fk-i 
les sous-thèmes normaux de rang k — 1 <\e E' et E respectivement. Comme on 
a fij — Xj > k — 1 pour j G [1, A: — 1], on peut appliquer l'hypothèse de récurrence 
à et à b.Fk^i- Ce qui signifie que l'élément x fournit par l'hypothèse de 

récurrence est dans b.Fk-i, et l'on aura, puisque Hk-i — X^-i > k — 1 > 1 simple- 
ment V/i G 6. C[[6]] pour chaque h E [l,k — 1]. 

Notons par Ek et Cfc les générateurs de E' et et par P' :— Q' .T^\.{a — ji^-b) 
et P := Q.S^\.{a — Xk-b) les générateurs des annulateurs respectifs de Ek et e^. 
Cherchons alors un élément y & E de la forme 

k-1 

y = T.b^'^-^Kek + Y, ^h-eh 

h=l 

vérifiant les conditions suivantes : 

i) r^O. 

ii) WheC[[b]] yhe[l,k-l]. 

iii) {a- iJk-b).y ^Tk-i.x. 

Il donnera alors une injection de E' dans E, puisque y ^ Fk-i et que P.y — 0. 
Remarquons que comme la suite Xj + j est croissante, on a 

l^k>h + k-l>Xj+j-l>Xj yj G [1, k]. 

La relation iii) donne les équations suivantes : 

b.WU - (/ifc - Xk-i).Wk-i = a.n-i.b^"-'-^"-'-' - r.Sk-i.b^'-^"-' 

b\Wi - ifXk - Xh).b.Wh = Tk-i.Vh - Sh.Wh+i (h) 

La première équation aura une solution dans C[[6]], unique à C .b'^''~^''-^ près, 
pourvu que le coefficient de b^'^~^''-^ soit nul dans le membre de droite. Si a' 7^ 
est le coefficient de dans T^-i et a 7^ celui de IP^-^ dans ^^-i, il nous 

suffit de choisir a — T.a/a' pour assurer l'existence de Wk-i G b^~'^. C[[6]], en fait 
unique à C près. 

Supposons prouvé l'existence de Wh+i G 6''.C[[6]], unique modulo C.6^'=^'^'*+i, et 
h > 1. Comme Vh et Wh+i sont dans 6. C[[6]], pour que l'équation [h) ait 
une solution, unique modulo C.6'*'=~^'', il suffit de s'assurer que le coefficient de 
^Mfc-Afe+i (Jajis Tk-i-Vh ~ Sh-Wh+i est nul. Mais comme le coefficient de 6^'" de 
Sh est non nul et que l'on peut fixer arbitrairement le coefficient de fo^fc^-'^'i+i dans 
Wh+i-i ceci ne pose pas de problème à l'aide d'un choix convenable de Wh+i puisque 
l'on a A^+i = A/i -F p/i - 1 qui donne Xh + l^ Hk- A/i+i + Ph- ■ 
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Remarques. 



i) Une conséquence de la démonstration du théorème est que s'il existe une injec- 
tion de E' dans E, elle envoie le générateur e' de E' sur 

^^Mfc-Afc g modulo Fk-i 

où e' et e sont les générateurs "standards" de E' et E, et r G C* est 
arbitraire. 

ii) L'exemple 5.1.1 de l'appendice 5.1 nous fournit deux thèmes primitifs de rang 3 
E' := E I Fi et E := F3, vérifiant IJ'j—^j > k—2 = 1 et tels que E' ne s'injecte 
pas dans E. En effet on a dans cet exemple /xi = Ai + 1, /X2 = Ai + 3, /X3 = Ai +4 
et Al = Al, A2 = Al + 1, A3 = Al + 3. □ 



Corollaire 3.1.3 Soit E un thème [\]— primitif, et soit Rj C Hom^{E, E) le 
sous- espace vectoriel des endomorphismes de rang < j de E. Alors pour chaque 
j G [0,k — 1] l'espace vectoriel complexe Rj+i/Rj est de dimension < 1. 
En particulier, on a toujours dimc{H om_^{E, E)) < k avec égalité si et seulement 
si {Rj)j(z[i^k] est un drapeau complet de Hom^{E, E), c'est-à-dire que chaque 
quotient Rj+i/Rj est de dimension 1 pour j G [0, A; — 1]. 

Preuve. Soit ip : E ^ E un morphisme de rang j. Alors son noyau est F^-j 
puisque ce noyau est normal et de rang k — j. De plus, le normalisé de son image 
est Fj. Donc (p se factorise de la façon suivante : 

E — > e/ Fk-j Fj ^ E 

où la première flèche est le quotient et la dernière l'injection naturelle. La flèche / 
est injective, et la correspondance </?—>/ induit une bijection C —linéaire entre 
Rj/Rj-i et r espace vectoriel des morphismes de E / F^-j dans Fj, modulo ceux 
qui sont de rang < j — 1 (ou non injectifs, ce qui revient au même). La première 
assertion du théorème permet alors de conclure. ■ 

Corollaire 3.1.4 Soit E un thème [X\— primitif de rang k. Une condition 
suffisante pour qu'il existe une injection A— linéaire de E j Fj dans Fk-j est que 
pour chaque /i G [1, /c — j] on ait 

Ph^ \-Ph+j-i >k-l. 

En particulier, pour ph > k — 1 V/i G [1,A; — 1] l'espace vectoriel Hom^{E, E) 
sera de dimension k. 
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Preuve. Comme EjFj est un thème [A]— primitif de rang k — j et d'invariants 
fondamentaux Aj+i,...,AA: et que Fk-j est également thème [A]— primitif de rang 
k — j et d'invariants fondamentaux Ai, ... , Xk-j-, nous pouvons conclure grâce au 
théorème dès que l'on a 

\+h-K>k-3-l V/i G [l,A;-j]. 

Mais \j+h — A/i = + ■ ■ ■ + Pj+h-i — j et donc le corollaire se déduit du théorème 
13.1.21 et de son premier corollaire 13.1.31 ■ 

On voit facilement que la condition nécessaire pour avoir une injection de E / Fj 
dans Fk-j donnée par le lemme 13.1.11 correspond aux inégalités 

H h Ph+j-i > j pour he[l,k- j]. 

Elle est trivialement vérifiée si on a pj > l,Vj G [1,A:], c'est-à-dire si la suite 
Al, . . . Afe est croissante (large). 

3.2 Thèmes primitifs stables. 

Commençons par rappeler deux remarques simples. 

Remarques. 

1) Si E est un thème [A] —primitif , l'espace vectoriel Hom^{E, E\) est de 
dimension au plus égale à 1. En effet, comme E admet un unique quotient 
de rang 1, à savoir E / F^-i — Ex^,, un morphisme non nul est nécessairement 
une injection de E\^, dans Ex. L'espace vectoriel Hom_^{E, E\) sera donc nul 
pour Afc < A et de dimension 1 pour A^ = A + g avec g G N. 

2) Soient Ei et E2 deux thèmes [A] —primitifs de rangs ki et ^2, et soit 
i : El "—>■ E2 une injection ^—linéaire. Alors on a ^2 > ^i, et le normalisé de 
i{Ei) est le sous-thème normal de rang ki de E2. En particulier on aura i{Ei) 
qui sera contenu dans le sous-thème normal de rang ki de E2. Cette image est 
même de codimension finie dans ce sous-thème. □ 

Proposition 3.2.1 Soit E un thème [X\— primitif de rang k>l et soit ipo un 
endomorphisme de E de rang k — 1. Les propriétés suivantes sont vérifiées: 

i) Pour chaque j G [0,k] le rang de (p^ est k — j. 

a) Une base de l'espace vectoriel End_^{E) est donnée par id, (fo, . . . , (p^, . . . , (Po~^. 
En particulier on a dimc{End_^{E)) = k, et cette algèbre est commutative et 
isomorphe à C[x]/{x''). 

m) Pour chaque j G [1, A; — 1] la restriction à Fj de (po ^st de rang j — 1 ; 
donc la restriction End^{E) Endj^{Fj) est surjective. 
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iv) Pour chaque j G [l,k — 1] on a un endomorphisme de E / Fj induit par 
(fio, et il est de rang k — j — 1. On a donc également une application linéaire 
surjective de End^{E) dans Endji^E j Fj). 

Preuve. Montrons l'assertion i) par récurrence sur j. Comme elle est claire pour 
j = 0,j = 1, supposons montré que (/9q est de rang k — j pour j G [l,k — 1], et 
montrons que (pp^'^ est de rang k — j — 1. 

Le noyau de (p^ est un sous-thème normal de rang j. Il est donc égal à Fj, l'unique 
sous-thème normal de rang J de E. Donc (^q induit une injection de E j Fj dans 
Fk-j dont l'image $j est de codimension finie dans Fk-j (voir la remarque 2) 
ci-dessus). En composant à nouveau avec ifQ dont le noyau Fi rencontre $j en 
un sous-(a,b)-module de rang 1, puisque Fi C -Ffc-j, on en déduit que le noyau de 
(/pq restreinte à $j est de rang 1, et donc que son image, qui est c'est-à-dire 
l'image de <pi^^, est de rang k — j — 1 = rg{^j) — 1. Donc i) est démontrée. 
Si on a une relation linéaire dans End^{E) 

k-l 
j=0 

les nombres complexes aj n'étant pas tous nuls, soit jo le premier entier pour 
lequel on a aj^ ^ 0. Alors on aura C X]?iIjo+i ^^^^ pour chaque j on 

a $j C Fk_j, et donc C F^-jQ-^i, ce qui contredit le fait que ip^" soit de rang 
k — jt). Donc on a A: vecteurs indépendants dans End_^{E), et comme on sait (voir 
corollaire 4.0.13) que cet espace vectoriel est de dimension au plus égale à A;, il est 
de dimension k et on a une base de End^{E). 

Montrons iii). Comme la restriction de </7o à Fj est de noyau F^ C Fj, le rang 
est bien j — 1. La surjectivité annoncée résulte alors de ii) appliqué au thème Fj. 
Comme la restriction de ip^ à Fj est de rang j — 1, on a v^o(-Pj) C C Fj, 
et (po induit un endomorphisme de EjFj. Comme l'image $i de est de 
codimension finie dans le quotient ^1/ Fj n $1 est de rang k — j — 1, 

puisque Fj C Ffc_i montre que l'on quotiente un C[[fe]]— module de rang k — 1 
par un sous— C[[6]]— module de rang j. La surjectivité de l'application linéaire 
Endji^E) Endjj^E I Fj) se déduit alors de ii) appliqué au thème EjFj. ■ 

Exemple important. Soit e G S^'^"^'' et supposons que le thème Â.e soit 
de rang k et stable par la monodromie T de S^'^"^'*. Rappelons que pour 
jG[0,fc-l] 

^ (Lo^ = exp(2i7r.A)..^-i^^^^^±^ 

r- r- 

et que T commute à l'action de À sur S^'^""^^ Alors T — exp(2i7r.A). id induit 
un endomorphisme de rang k — 1 sur A.e. 



24 



En effet, on peut supposer que 

e = .^-\^^^^^ modula ^t'^ 
(A;-l)! ^ 

et donc que e := (T — exp(2m.A). id)(e) sera dans \ '^^ "^'^^t à dire dans 

\ Ffc_2, puisque l'on a supposé la stabilité de E := A.e par T et que le terme 

en 

A,-i (Logs)'^-' 
■ {k-2)\ 

ne peut disparaître, étant donné que T — exp{2i7[.X). id fait strictement décroître 
le degré en Log s dans Ex- 

Mais si P G ^ engendre l'annulateur de e dans on aura P.e = 0, puisque 

T commute à l'action de A ; ceci montre que l'on a bien un endomorphisme de E 
en posant ipo{e) = e, et que cet endomorphisme est de rang k — 1. En effet, pour 
e G Ex, le thème [A]— primitif A.e est de rang / si et seulement si / — 1 est le 
degré en Log s de e. □ 



Définition 3.2.2 On dira qu'un thème [X\— primitif E de rang k es^ stable s 'i/ 

admet un endomorphisme de rang égal à k — 1. 

La proposition 13.2.11 implique immédiatement le corollaire suivant : 

Corollaire 3.2.3 (de la proposition 13.2711) Soit E un thème [\]— primitif E 
de rang k. Si E est stable, tout sous-thème normal et tout thème quotient de E 
est stable. 

Lemme 3.2.4 Les propriétés suivantes sont équivalentes pour un thème [X\— primitif 
E de rang k : 

i) E est stable. 

a) La dimension de Endj^{E) est égale à k. 

m) L'image d'une injection À— linéaire de E dans E^^~^^ est indépendante de 
l'injection choisie. 

iv) Il existe une injection À— linéaire de E dans E^^'^^ dont l'image est stable 
par la monodromie T. □ 

Preuve. L'implication i) =^ ii) est montrée dans la proposition [372.1[ L'implication 
ii) =^ m) résulte du fait que si i est une injection de E dans S^'^"^-', la composition 
par i donne une injection linéaire de End^{E) dans Hom^{E,E^^~^^). Ces deux 
espaces vectoriels étant de même dimension /c, le premier par hypothèse, le second 
d'après le théorème 2.2.1 de [B.05], en remarquant qu'une apphcation ^—linéaire 
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d'un thème [A] —primitif de rang k dans H a toujours son image dans 'E.\ , 
on en déduit que toute injection de E dans H^'^"^-' est de la forme Lp o i oii 
ip G Autj^{E), ce qui prouve iii). 

L'implication iii) =^ iv) est facile puisque Toi est encore une injection ^—linéaire 
de E dans S^^^^-* quand i l'est. 

L'implication iv) i) résulte de l'exemple important traité plus haut. ■ 

Corollaire 3.2.5 Soit E un thème [X\— primitif stable d'invariants fondamentaux 
Al, . . . , Afc. Alors pour ô E Q vérifiant ô — Xk > k — 1 le thème E* (g) Eg est 
stable. 

Preuve. 11 nous suffit de montrer que Endj^{E* ® Es) est de dimension 

k := rg{E). Mais cet espace vectoriel est isomorphe à End_^{E*) puisque pour un 

(a,b)-module F, le produit tensoriel F(S)a,bEs consiste à regarder F en changeant 

a en a + ô.b, ce qui ne change pas les endomorphismes ^—linéaires. 

Par ailleurs la transposition donne une application C —linéaire End_^{E) Endj^{E*) 

qui est clairement bijective, puisque {E*)* est canoniquement isomorphe à E. 

Le résultat en découle. ■ 

Lemme 3.2.6 Soit E un thème [X\— primitif de rang k, et supposons que l'on 
ait pk-i = avec k > 2, ou bien pk^i = 1 et pk-2 > 2 avec k > 3. Alors E 
n'est pas stable. 

Preuve. Soit e un générateur standard de E, et soit A.P son annulateur. Il 
nous suffit de montrer qu'il n'existe pas d'élément x G Fk-i \ Fk-2 qui soit annulé 
par P. Un tel élément doit vérifier 

{a - \k.b).x = Sk-i-y avec y e Fk-2 (*) 

et Q.y = où l'on a posé P := Q.Sj^\.{a — Xk-b). On sait (voir le lemme [2".2.4I) 
que l'on peut écrire 

k-2 

X = b^'^-^'^-Kck-i + Uj.Cj avec Uj G C[[b]] Vj G [1, /c - 2] 

l/-p.6^'=-i-^^-2.e,,_2 e F,._3 avec p G C* 

Si on a A^ — Xk-i = —1, un tel x ne peut exister. Supposons donc k > 3 et 
Xk = Xk-i, c'est à dire Pk-i = 1- En remplaçant dans l'équation (*), on obtient 
que Uk-2 doit vérifier l'équation suivante : 

Sk-2 + b'.U'k_, - {Xk - Xk-2).b.Uk-2 = p.Sk-i.b^"-'-^"-'. (**) 

Comme on a supposé Afc_i > Xk-2, c'est-à-dire pk-2 > 2, l'équation (**) ne peut 
avoir de solution, puisque 5'fc_2(0) = 1. ■ 

Le lemme précédent admet la conséquence immédiate suivante : 
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Corollaire 3.2.7 Soit E un thème [S\— primitif de rang k stable. Alors ou bien 

la suite Ai, . . . , est strictement croissante, ou bien elle est constante. 

Dans le cas où l'on a Ai = ■ ■ ■ = A^, nous dirons que le thème stable E est spécial. 

Preuve. Comme le cas où le rang est < 2 est clair d'après le lemme [2.1.21 nous 
pouvons supposer k > 3. Commençons par montrer qu'il existe jo G [1, k] tel que 
l'on ait 

Xi = ■ ■ ■ = Xjg < Xjg+i < ■ ■ ■ < Xk- 

Soit E un thème stable de rang k et d'invariants fondamentaux Xi,pi, . . . ,pk-i- 
Chaque pj est au moins égal à 1. En effet si on a pj = cela revient à dire que 
Fj^i/Fj_i est isomorphe à -Eaj,Aj qui n'est pas stable. Ceci contredit le corollaire 

mm 

Si tous les Pj sont au moins égaux à 2, la suite des Xj est strictement croissante et 
on pose jo = 1- Sinon soit jo le plus grand entier dans [1,/c — 1] tel que pj = 1 pour 
j < jo — 1- On a donc Ai = • ■ ■ = A^^ < Xj^+i. Donc le thème stable E / Fj^^_i admet 
comme invariants fondamentaux /ii := Xjg < fi2 = ^jo+i ^ " " " ^ l^k-jo-i = A^. 
Nous voulons montrer qu'alors la suite /ii, . . . , ^k-jo-i est strictement croissante. 
Supposons qu'elle croisse strictement jusqu'à ^ih-i < A^h = A^/i+i, où l'on pose 
/io = Aj(,_i dans le cas h = l. Alors la seconde assertion du lemme [3^.2.61 appliquée 
au thème stable Fj^^h^i/ Fj^+h_2 de rang 3 donne la contradiction cherchée. 
On conclut alors grâce à la remarque 1) qui suit la démonstration du théorème de 
dualité 12.1.101 En effet pour ô E Q assez grand E* ^a,b Es est un thème, et il est 
stable d'après le corollaire 13.2.51 On a donc ou bien jo = 1, ou bien jo = k. ■ 

Remarques. 

i) Le cas spécial impose les égalités Pj = l Vj G [1, A; — 1]. 

ii) Le lemme l^4.3l de l'appendice 5.1 montre qu'il existe des thèmes stables spéciaux 
de rang 3. □ 

3.3 Forme canonique pour un thème primitif. 
3.3.1 Supplémentaires. 

Proposition 3.3.1 Soit E:=A/A.P un thème [X]— primitif de rang k où Ton 
a posé : 

1) P:={a- X,.b).S{' . . . S,\.{a - A,.6). 

2) Xi,pi, ■ ■ ■ ,Pk-i sont les invariants fondamentaux de E. 

3) Si, ■ ■ ■ , Sk^i sont des éléments inversibles de C[[b]] de termes constants égaux 
à 1 tels que le coefficient de If^ dans Sj soit non nul. 
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Pour j G [l,k — 1] définissons Pj := (a — Xj-^i.b).Sj^i ■ ■ ■ S,^\.{a — Xk-b). 

Si Pj + ■ ■ ■ + Pk-i > k ~ j notons qj := Pj + ■ ■ ■ + Pj+h, où h est le plus petit 

entier tel que Pj + ■ ■ ■ + Pj+h > k — j , posons Vj := ©fLo ^ Cb\ex^ © C.6*.eAj . 

Si Pj + \-Pk-i < k - j posons Vj := ©tio^^ C.b\exy 

Alors on a 

E,^ = P,.E,^ © Vj. 

Preuve. Commençons par remarquer que E j Fj Af A.Pj est un thème [A]— primitif 
de rang k — j. On a donc, d'après lemme [SHH] rappelé au début de l'appendice, 

dimc{Ext\{E / Fj, Ex^)) - dimc{Hom_^{E / Fj, Ex^)) = k - j. 

Mais on a Hom_^{E / Fj, Ex^) — C ou {0} suivant que Xj < Xk ou bien que 
Xj > Xk- En effet le seul quotient de rang 1 de E / Fj est E / Fk-i — Ex^ d'après 
le corollaire 12.1.71 

On en déduit que l'on a dimc{Extj^(E f Fj, Ex^) = k — j + 1 ou bien k— j suivant 
que Xj < Xk ou bien Xj > Xk- 

La résolution ^— libre de E / Fj c^A/A-Pj montre que l'espace vectoriel Ext^^{E/ Fj, Ex^) 
est isomorphe au conoyau de Pj agissant sur Ex - La co dimension de Pj-Ex dans 
Ex est donc k — j si Aj > A^, et k — j + 1 si Xj < Xk- Dans le premier cas, 
l'inclusion de Pj-Ex^ dans b^'KEx^ suffit pour prouver notre assertion. 
Dans le cas Xj < Xk, ce qui équivaut à Pj + ■ ■ -pk-i > k — j, il s'agit de montrer 
que toute combinaison linéaire 

k-j-i 

Ci-b\ex^ +-f-b'^i-exj 

qui est dans Pj-Ex^ est nulle. L'inclusion Pj-Ex^ C b^~^ -Ex^ montre déjà que l'on 
doit avoir q = Vi G [0, — j — 1]. Il reste donc à montrer que b^^ -ex^ ^ Pj-Exj- 
Pour cela remarquons déjà que si x G Ex^ est de valuation 6— adique égale à q, 
alors Pj-x sera de valuation 6— adique exactement q + k — j si q n'est pas de la 
forme Pj -\ — ■ + Pj+h ~ {k — j) pour un entier /i G [0, k — j — 1]- En effet, on peut 
ignorer les inversibles Sj+i, ■ ■ ■ , Sk-i qui ne changent pas la valuation 6— adique, 
et constater qu'après l'action de (a — Xj^h+i-b) ... (a — A^) ou bien on arrive à une 
valuation exactement égale à q + k — {j + h) ou bien la valuation finale ne sera pas 
q + k — j- L'action de (a — Xj+h-b) sur b'^^^^^-^^^\ex^ donnera 

(g + A, + A; - (j + h) - X,+,)-b'^+'~^^+'^^+\ex^ 

et l'on a 

{q + Xj + k- (j + h) - Xj+h) =q - [Pj^ h Pj+h-i -h]+k-{j + h) 

= q - [pj + ■ ■ ■ + Pj+h-i] + k-j 
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qui ne s'annule pas tant que q ^ Pj + ■ ■ ■ + Pj+h-i — {k — j). 

Montrons maintenant que h"^^ .ex. Pj.E\.. Pour cela raisonnons par l'absurde, et 
considérons x G Ex^ de valuation &— adique égale à ç > et tel que Pj-x — b'^^.exy 
Si on a q ^ Pj + ■ — \-Pj+h — {k — j) pour chaque h Çl [0, A; — j — 1], alors on aura 
qj = q + k — j ce qui contredit la définition de qj. 

On a donc pour un h E [0, k — j — 1] tel que q = pj + ■ ■ ■ + Pj+h ~ {k — j) > ce 
qui implique q > qj — {k — j) . 

Mais si q — qj — {k — j) ceci contredit le fait que la valuation de Pj.x soit qj 
d'après le calcul précédent, et si on a q > qj la valuation de Pj.x est strictement 
plus grande que qj. On a donc bien la contradiction désirée. ■ 

Remarques. 

1. Si on a Pj > k — j, alors on a qj = pj et Vj = ©^rj~^ Cb\ex © C.lf^ .ex - 
Si Pj < k — j — 1 alors on a encore C.b^^ .exj C Vj. On a donc toujours 
h^^ .exj G Vj-, pour chaque j G [1, /c — 1]. 

2. Les sous-espaces vectoriels Vj d Ex sont indépendants des inversibles Si^ ■ ■ ■ Sk-i. 
Ils sont définis uniquement à partir des invariants fondamentaux Ai,pi, • • • ,Pk-\ 

du thème [A]— primitif E. 

3. Remarquons également que Pj ne dépend que de A^+i, . . . , A^ et Sj+i, . . . , Sk-i, 
donc de l'idéal annulateur de la classe induite dans E j Fj par le générateur 
fixé dans E. □ 



3.3.2 Unicité dans le cas stable. 

La proposition suivante est la clef du théorème d'unicité. 

Proposition 3.3.2 Soit E un thème primitif stable, et soit e et e' deux 
générateurs de E. Soit P\ :— {a — A2.&).<S'^^ • • ■ S^\.{a — Xk.b) et supposons que 

i) P :— {a — Xi.b).S^^ .Pi engendre l'idéal annulateur de e dans E; 

a) Pi.e' = Ti.ei où Cl := S^^.Pi.e; 

m) e — e' e 

Alors on a Ti — Si & Pi.Fi. En particulier, si Ti.ei et Si.ei sont dans un même 
supplémentaire de P\.Fi on aura Si — Ti. 
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Preuve. Notons [e] et [e'] les classes de e et e' dans EjF\. Ce sont deux 
générateurs de ce thème de rang k — \ ayant le même idéal annulateur A.P\ dans 
E I Fi. Comme [e — e'] G l'endomorphisme ip E End_^{E f Fi) défini par 

ip{[e]) = [e — e'] est de rang < — 2, et il existe, puisque E est stable, un élément 
ip G Endj^{E) de rang rang{ilj) + 1 < A; — 1 qui induit ip. Posons e := (p{e). On 
aura P.e = et comme ip est de rang < k — 1 on aura même Pi.e = d'après 
le lemme I2.2.4I 

Mais dire que ip induit ip signifie que l'on a 

£ = e-e' + U.ei avec U e C[[b]] (@) 
puisque Fi = C[[6]].ei. On en déduit que 

P^.e = = 5i.ei - Ti.ei + Pi.U.ei 
ce qui prouve notre assertion. ■ 

Notation. Soient Xi,pi, . . . ,Pk-i les invariants fondamentaux d'un thème [A]— primitif. 
Notons Wj l'ouvert affine de l'espace vectoriel Vj C Ex. défini par les deux con- 
ditions: 5*^(0) = 1 et le coefficients de If^ dans Sj est non nul. 



Théorème 3.3.3 Soit E un thème [X]— primitif de rang k>2. Si E est stable 
on a unicité de P tel que E ~ A/ A.P avec 

P:={a-Xi.b).S^^---S-\.{a-Xk.b) et Sj E Wj, Sj{0) = 1 VjG[1,A;-1]. 

DÉMONSTRATION. C'est une récurrence immédiate sur le rang du thème stable 
considéré en utilisant le fait que E stable implique la stabilité de E / Fi et la 
proposition précédente 13.3.21 ■ 

Remarque. Le générateur e d'annulateur A.P est unique modulo le groupe 
des automorphismes de E qui est isomorphe au groupe des inversibles de l'algèbre 
C[x]/(x^). □ 



3.3.3 La propriété d'unicité. 

Le problème consistant à caractériser les thèmes primitifs possédant cette propriété 
d'unicité est assez délicat. Donnons déjà un critère de non unicité. 



Lemme 3.3.4 Soit E un thème [X]— primitif de rang k>3 non stable mais tel 
que E I El soit stable. Notons 

• e un générateur de E, 



30 



• Pi := (a — \2.b).S2 ■ ■ — Xk-b) le générateur de Vannulateur de [e] 
dans E j F\ et 

• P := (a — Xi.b).S^^ .Pi un générateur de V annulateur de e dans E. 

Soit le générateur standard de Fi. Alors il existe e' un générateur de E 

dont Vannulateur est Q := [a — Xi.b).Tf^.Pi, où Ti e C[[b]] vérifie Ti(0) = 1 et 
(5i-Ti).eA, ^Pi.Fi. 

Preuve. Comme nous avons supposé E/Fi stable, il existe -ip E End_^{E / Fi) 
de rang k — 2. Posons ip{[e]) := [q] ; alors rj G -Ffc-i\-Ffc-25 et la relation Pi.[e] = 
dans E / El donne que Pi.i] G Fi. Posons Pi.t] = Zi.ex^^, on Z\ G C[[6]]. Si 
on peut trouver U G C[[6]] tel que P\.U.e\^ = Zi.cx^, alors rj — U.e\^ qui est 
dans -Fa;_i \ Fk-2 puisque /c > 3, vérifiera Pi-ij] — U.e\^) = et à fortiori 
P.ij] — U.cxJ = 0, nous fournissant un endomorphisme de rang k — 1 de E ce qui 
contredit notre hypothèse. 

D'autre part Pirj est dans b.E car rj G Fk-i C a.E + b.E, et on a donc Zi{0) = 0, 
puisque Fi est normal. Posons e' := .e — rj ; c'est un générateur de E, et il vérifie 
Pi.e' = Ti.Cai où Ti := Si — Zi. On a ri(0) = S'i(O) = 1 et (^i— Ti).eAi = Zi.e\-^ 
n'est pas dans Pi.Fi, d'après ce qui précède. ■ 

Remarque. On notera que dans situation du lemme ci-dessus si t G C le 
générateur ct := t.e + (1 — t).e' vérifiera Pi-Ct = (t. Si + (1 — t).Ti).ex-^. Donc 
si les coefficients de b^^ dans 5*1 et Ti étaient différents, on pourrait trouver 
t G C tel que ce coefficient devienne nul. Mais ceci est impossible pour un thème. 
Donc même si on trouve tout un sous-espace affine de dimension > de 5*1 
possibles, le coefficient (non nul) de If^ est indépendant des choix. □ 

Définition 3.3.5 Soit E un thème [X\~ primitif de rang k>2. On dira que E 
a la propriété U si on a unicité de P tel que E A/ A.P avec 

P:={a-Xi.b).S^^---S^\.{a-Xk.b) et Sj e Wj, Sj{0) = 1 Vjg[1,A;-1]. 

On remarquera qu'en rang 1 et 2 tout thème vérifie la propriété U. 

Comme tout E stable a cette propriété nous allons explorer quels sont les thèmes 
[A]— primitifs instables (c'est-à-dire non stables) qui ont cependant cette propriété. 
Nous verrons qu'il y en a peu. 

Proposition 3.3.6 Si E est un thème [X]— primitif instable vérifiant la propriété 
U, alors pour tout j G [l,k — 2] le thème E j Fj est instable et vérifie également 
la propriété U. 

En particulier on a pk-i = 0. 

Réciproquement, si le quotient E j Fi vérifie la propriété U et vérifié de plus 
l'égalité Endj^{E j Fi) = C . id, alors E vérifie la propriété U ( et il est instable). 

*ce qui montre qu'il est instable. 
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Preuve. Le fait que Ej Fj vérifie la propriété U si E la vérifie est immédiat. 
Si E f El était stable, le lemme 13^.3.41 montrerait que E ne vérifie pas la propriété 
U pourvu que le rang soit > 3. Par récurrence sur j G [1, — 2], on en déduit que 
tous les E f Fj sont instables et vérifient la propriété U, pour j G [1, A; — 2]. Le cas 
j = k — 2 donne alors pk-i = 0. 

Pour montrer la réciproque considérons deux générateurs e et e' de E vérifiant 
les propriétés suivantes : 

i) L 'annulateur A.P de e dans E est de la forme donnée dans le théorème 
13X31 

ii) Les images de e et e' dans E j Fi ont même annulateur A.Pi. 

iii) La différence e — e' est dans Fk-i- 

iv) On a Pi.e = Si.exi et Pi.e' = Ti.exi avec S'i(O) = T'i(O) = 1. 

Il s'agit alors de montrer que l'on a 5*1 — Ti G Pi-Fi. L'endomorphisme de E / Fi 
donné en envoyant [e] sur [e — e'] n'est pas surjectif, puisque [e — e'] G Fk-i/Fi. 
Il est donc nul d'après notre hypothèse, ce qui signifie que e — e' G Fi; ceci donne 
la conclusion cherchée. ■ 

Un corollaire facile décrit complètement la situation en rang 3. 

Corollaire 3.3.7 Les thèmes [X\— primitifs de rang 3 vérifiant la propriété U sont 
les thèmes stables et ceux qui vérifient P2 = qui sont nécessairement instables. 

Preuve. Comme tout thème de rang 2 vérifie la propriété U, si E est un thème 
[A]— primitif de rang 3, qui est instable et vérifie la propriété U, alors E / Fi est 
instable donc isomorphe à Ex,x ce qui impose p2 = 0. Mais réciproquement, si on a 
P2 = 0, alors E I El est isomorphe à Ex.x qui vérifie la condition Endj^[E j Fi) 
C. id de la proposition précédente. Donc tout thème primitif de rang 3 vérifiant 
P2 = vérifie la propriété U. ■ 

Terminons par le cas extrême oii Pi = ■ ■ ■ = Pk-i = 0. 

Lemme 3.3.8 Soit E un thème [X\— primitif de rang k. Supposons que l'on ait 
Pi = ■ ■ ■ = Pk-i = 0. Alors on a unicité de P tel que E ~ A/ A.P avec 

P:={a-Xi.b).S^^---S^\.{a-Xk.b) et Sj e Wj, Sj{0) = 1 VjG[1,A;-1]. 

Preuve. Prouver l'assertion suivante par récurrence sur le rang k est une conséquence 
facile de la remarque iv) qui suit le corollaire 13.2.71 et de la proposition 13.3.61 

• Soit E un thème [A]— primitif de rang k vérifiant Pi = ■ ■ ■ = Pk-i = 0. 
Alors il vérifie la propriété U et l'égalité End^{E) = C. id. 
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3.4 Thèmes stables généraux. 

Nous allons étendre une partie des considérations précédentes aux thèmes généraux. 

Lemme 3.4.1 Soit E un thème de rang k. Alors l'espace vectoriel Hom^{E,E) 
est de dimension au plus égale à k. 

Preuve. Comme le résultat est connu dans le cas [A] —primitif, nous pouvons 
faire une récurrence sur le cardinal q de l'ensemble Exp{E), le cas q = l étant 
acquis. Supposons le résultat connu pour q > 1 et montrons-le pour q + 1. Soit 
donc E un thème avec Card{Exp{E)} — q + 1 et fixons [A] G Exp{E). On a 
une suite exacte 

Q^E[:f^X]^E^ E/[X\ (1) 

oii E/[X] est [A]— primitif, et oià Card{Exp{E[yé X]} — q. On a alors le diagramme 
déduit de (1) 

^Hom^{E,E[^ A]) ^Hom^{E,E) ^ Homj^{E, E /[X]) ^0 

Hom^{E[^ A], E[^ A]) Hom^{E/[X], E/[X]) 

et de l'additivité de la dimension permet de conclure grâce à l'hypothèse de récurrence. 



Proposition 3.4.2 Soit E un thème de rang k ; les propriétés suivantes sont 
équivalentes : 

1) Il existe une injection A— linéaire de E dans S dont l'image est invariante 
par la monodromie T. 

2) Il existe un unique sous-thème de S isomorphe à E. 

3) L'espace vectoriel Hom_^{E,E) est de dimension k. 

Preuve. L'implication 2) =^ 1) est claire car Toj est une injection ^—linéaire 
de E dans S dès que j est injection ^—linéaire de E dans S. 
Montrons 3) =^ 2). Soit j : E ^ E une injection linéaire de E dans S. La 
composition avec j donne une injection C —linéaire 

Homj^{E,E) Homj^{E,E). 

Comme ces deux espaces vectoriels ont même dimension k, le premier par hypothèse, 
le second en vertu du théorème 2.2.1 de [B.05], c'est une bijection. En particulier 
toute injection ^—linéaire de E dans S a son image contenue dans j(iï^), ce qui 
donne la propriété 2). 
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Montrons enfin que 1) ^3). Pour cela montrons d'abord par récurrence sur l'entier 
q := Card{Exp{E)} que si E vérifie 3) alors le polynôme minimal de l'action de 
T sur E est de degré exactement le rang de E. L'assertion étant connue pour 
q = 1, d'après la proposition 13.2.11 et le fait que T — exp{2in.X).id induise un 
endomorphisme de rang k — 1, supposons-la vérifiée pour g > 1 et montrons-là 
pour Card{Exp{E)} = g + 1, en reprenant les notations utilisées dans la preuve 
du lemme ci-dessus. 

La suite exacte (1) montre déjà, grâce à l'hypothèse de récurrence, que 3) est 
vérifiée pour E[^ A] et aussi pour E/[\] puisque qu'en composant l'injection 
considérée de E dans S avec le quotient S (S/S^a) — Sa on obtient une 
injection de E/[X] dans Ex qui est stable par T. 

On conclut alors en remarquant que le polynôme minimal de T agissant sur 1^ 
divise les polynômes minimaux de T agissant sur £'[7^ A] et Ef[X\ respectivement. 
Comme ils sont premiers entre eux, il divise le produit qui, grâce à l'hypothèse de 
récurrence est de degré rg{E[^ A]) + rg(E/[\]) = rg{E). ■ 

Définition 3.4.3 On dira qu'un thème est stable s'il vérifie les propriétés 1) , 2), 
3) de la proposition précédente. 

Remarques. 

1) Il est clair que cette définition est compatible avec celle donnée dans le cas 
[A] —primitif. 

2) Le dual décalé E* ® E^ pour S E Q assez grand d'un thème stable est encore 
un thème stable : en effet dès que le décalage sera suffisant pour avoir un (a,b)- 
module monogène géométrique, la condition 3) de la proposition précédente sera 
vérifiée, puisque ^(y9*®id donne un isomorphisme linéaire de End^{E) sur 
End^{E*®Es). 

Lemme 3.4.4 Tout sous-thème normal et tout thème quotient d'un thème stable 
est stable. 

Preuve. D'après la remarque 2) ci-dessus il suffit de traiter le cas des quotients. 
Par récurrence sur le rang du sous-thème normal par lequel on quotiente, on se 
ramène au cas 011 l'on quotiente par un sous-thème normal de rang 1. Mais si -Ea+p 
est un sous-thème normal de rang 1 de E (ZE stable par T, l'image de E par 
/a ffi idfj^-éx : S — > S de E est un sous-thème de S isomorphe à E/ E\+p qui est 
stable par T car fx commute à T. Donc E j Ex+p est stable. ■ 

^remarquer que comme Hom_^{E,E) est de dimension au plus égale à k ce polynôme minimal 
est de degré au plus k. 
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Remarques. 

1) Si chaque partie coprimitive d'un thème est stable, alors le thème est stable : en 
effet, il suffit de composer les injections des parties [A]— coprimitives avec les quo- 
tients et de prendre la somme directe des morphismes dans les E\ ainsi obtenus 
pour avoir une injection dont l'image dans S est stable par la monodromie; en 
effet la monodromie de S se décompose en somme directe des monodromies de 
chacun des Ex- 

2) Un argument simple de dualité montre, à partir de la remarque précédente que 
si chaque partie [A]— primitive d'un thème est stable, alors le thème est stable. 

4 Familles holomorphes de thèmes [A]— primitifs. 

4.1 Définitions et premiers exemples. 
4.1.1 Définitions. 

Soit X un espace complexe. Nous noterons Ojs:[[&]] le faisceau sur X défini par 
le préfaisceau 

u^oxmm- 

C'est un faisceau de C^— algèbres. Pour J' C {OxY un sous-faisceau de 
Ox— modules (resp. cohérent) de {OxY, on notera J'[[b]] le sous-faisceau de 
0x [[&]]— modules (resp. cohérent) de (C'xll^]])^ qui est engendré par J'. 

On notera que pour X de Stein on a le théorème B de Cartan pour le faisceau 
Ox[[fe]S à savoir que H\X, Cx [[&]]) = 0, Vi > 1. 

Définition 4.1.1 Soit X un espace complexe. Un faisceau de Ox~(o,,b)-modules 
E sur X est la donnée d'un faisceau localement libre de type fini de Ox[[b]]~modules 
muni d'un morphisme de faisceaux 

a : E ^ E 

qui est Ox — linéaire, continu pour la topologie b—adique de E, et satisfait la rela- 
tion de commutation a.b — b.a = b^ . 

Un morphisme entre deux faisceaux de Ox — (a,b)-modules sur X sera un mor- 
phisme de faisceaux de Ox[[b]]— modules qui commute aux actions respectives de 
a. 

^et même pom- tout Ox [[fe]]-inodule cohérent. 
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Exemple. Pour A e Q"*"* et N entier considérons 

-S-®f^o0x[[6]].e,, avec e,, .^-^^ 

muni de l'opération a définie par récurrence sur j > de la façon suivante : 

a.ex,o = Xb.exfi 

a.exj = Xb.exj + b.exj-i, Vj > 1. 

Notation. On notera := Ox^ S^^^. On notera aussi Ex,x '■= UiveN'^A^^ 

et Sx ®Ae]o,i]nQ '^x,\- 

On remarquera que est à pôle simple, c'est-à-dire que a.E^^x ^ ^-"xa- '-' 

Soit a; G X un point (fermé). On a un morphisme d'évaluation en x des fonctions 
holomorphes 

0{X)^Cc^O{X)/M, 

où A4x C Ox est le sous-faisceau des fonctions holomorphes nulles en x. 

Si E est un faisceau de (a,b)-modules sur X, on aura, de façon analogue 

une application d'évaluation en x 

E^E{x) E/M4[b]].E 

où E{x) est un (a,b)-module qui sera appelé la fibre en x du faisceau E. 

On considérera un faisceau de (a,b)-modules sur X comme une famille de (a,b)- 

modules paramétrée par X. 

Convention. Nous appellerons application holomorphe d'un espace complexe X 
à valeurs dans H^^"* (resp. Ex :— UAreN^i^^ section globale du faisceau 

-x,l (i^esp. Ex,x, Ex). □ 

Définition 4.1.2 Une application holomorphe iç : X E d'un espace complexe 
X à valeurs dans E sera dite k-thématique si la condition suivante est satisfaite: 

• Le sous-Ox^^— module E^ de Ex engendré par les a^.ip, G N est libre 
de rang k et de base </?, a.(/?, . . . , a^~^.ip. 

Pour chaque x E X notons E[ip{x)) := E^/A^^.E^ ~ A.(p{x) C E. C'est un 
thème de rang k. On a, de plus, la restriction suivante: 



Lemme 4.1.3 Soit X un espace complexe réduit et soit Lp : X ^ E une appli- 
cation holomorphe k-thématique; le polynôme de Bernstein -B<^(a;) de E{ip{x)) est 
localement constant sur X . 
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Preuve. Écrivons sur X 



k-l 

a'^.ip = Sk-j-cu' -if 

j=0 

oii Si, - ■ ■ , Sk sont des sections sur X du faisceau Ox [[&]]• Comme pour chaque 
X G X A.ifix) C H est un thème de rang k, son élément de Bernstein est donné 
par a'' — Y^^~Q ak^j{x).b''~^ .a^ , où ak-j{x) est le coefficient de h^~^ dans Sk~j{x). 
On notera que ak-j{x).y^~^ est la forme initiale de Sk-j{x) quand celle-ci n'est 
pas de degré strictement plus grand que k — j. 

Mais X I— i> ak-j (x) est une fonction holomorphe sur X qui ne prend que des valeurs 
dans Q. Elle est donc localement constante. ■ 



Corollaire 4.1.4 Soit X un espace complexe réduit et soit (p : X —>■ Sx une 

application holomorphe k-thématique, les invariants fondamentaux Xi,pi, . . . ,Pk-i 
des thèmes A.(p{x) C Ha sont localement constants sur X . 

Preuve. Comme pour un thème [A] —primitif de rang k les racines du polynôme 
de Bernstein sont les nombres k — (A-,- +j) et que la suite des Xj+j est croissante, 
le fait que le polynôme de Bernstein soit localement constant sur X implique la 
locale constance des invariants fondamentaux. ■ 

Remarque. Même quand X est réduit, il ne suffit pas, en général, de vérifier 
que pour chaque x E X le (a,b)-module E{ip{x)) est un thème de rang k pour 
satisfaire la condition de la définition 14.1.21 comme le montre l'exemple suivant : 
Soit A G Q, A > 1, et posons pour z G C : 

ip(z) := s^~\Log s + {z + b).s^'^ = s^'\Log s + z.s^~'^ + J—J-^^'^- 

Alors l'élément de Bernstein de E{z) := A.(p{z) pour z est {a — \.b){a — X.b) 
alors que l'élément de Bernstein de E{0) vaut (a — (A + l).b){a — X.b). On conclut 
grâce au lemme précédent. □ 



Exemples. Soit (p : X = ©^^q C[[6]].eAj une apphcation holomorphe. 

Supposons que le coefficient de ex,k-i soit de la forme b'^.S{b,x) où S est un 
inversible de l'alg èbrdïl 0{X)[[b]], et que la valuation en b de (p — b^.S.ex^k-i soit 
strictement plus grande que n. Alors le sous-faisceau 

k—l 

i=0 

^ce qui revient à dire que l'élément de 0{X) qui est le ternie constant en 6 de 5 est un 
inversible de 0{X). 
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est libre de rang k sur [[&]], stable par a. 

En effet, on se ramène immédiatement au cas oii S* = 1, et on constate alors que 

:= (a — (A + n).b).(p 

vérifie la même hypothèse que y? en remplaçant k par k — 1 et n par n + 1. 
On conclut par une récurrence facile. 

On notera que dans cet exemple (qui est bien particulier) on a = A + n puis 
Afc_i = A + n + 1, . . . ce qui signifie que Pi = P2 = ■ ■ ■ = Pk-i = 0. 
Le lecteur trouvera dans l'appendice I5.3l dans le corollaire 15.3 . 41 une méthode générale 
et systématique pour construire des apphcations /c— thématiques. □ 



Définition 4.1.5 Soit X un espace complexe réduit et soit E un faisceau de (a, b)- 
modules sur X . Nous dirons que E est une famille holomorphe de thèmes de 
rang k paramétrée par X si la condition suivante est remplie : 

• Il existe un recouvrement ouvert {Ua)aeA de X et pour chaque a E A une 
application holomorphe thématique 

: ^ S 

et un isomorphisme de faisceaux de Oi(^[[b]] — modules 
compatible aux A— structures. 



Remarques. 

i) Dans une famille holomorphe de thèmes de rang k, le polynôme de Bernstein 
est localement constant d'après H:.1.3[ 

ii) Si, de plus, E{x) est un thème [A]— primitif pour chaque x E X, les invariants 
fondamentaux sont localement constants sur X d'après 14.1.41 

iii) Quand on considère une famille holomorphe de thèmes [A] —primitifs de 
rang k on peut supposer que chaque application ipa est à valeurs dans E^-^ 
où [A]n]o,i] = {A}. □ 



4.1.2 Premiers exemples : Famille holomorphes de thèmes 
[A]— primitifs de rang 1 et 2. 

Le cas du rang 1 se déduit de la remarque simple suivante : 

Soit X un espace complexe réduit et connexe et soit ip : X ^ S^^-* une application 
1— thématique. Alors il existe une section G r(X, 0^ [[6]]) qui est inversible et 
un entier n tel que So.ip = s^~^^~^ . On en déduit que le faisceau est isomorphe 
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au faisceau O ® E\+n et donc à l'application holomorphe constante X Ex+n 
dont la valeur en chaque point est un générateur standard ca+h de £'A+n qui 
vérifie a.ex+n = (A + n).b.ex+n- 

Le cas du rang 2 est décrit par la proposition et le lemme qui suivent. 

Proposition 4.1.6 Fixons [A] G Q/Z, Ai > 1, Ai G [A] ainsi que p G N*. Soit X 
un espace complexe réduit connexe et soit ip : X ^ Ex une application holomorphe 
2-thématique, telle que les invariants fondamentaux des thèmes associés soient Ai 
et pi := p. Alors il existe deux applications holomorphes a,/? : X — > C* telles que 
l'on ait, pour chaque x & X l'égalité 

À.(p{x) = À.ij{x) 

où 

^{x) := s^'+P-^.Log s + p{x).{l + a{x).lf).s^'-\ (@) 

Preuve. 11 n'est pas restrictif de supposer que l'on a 

cp{x) = s^'+P-^.Log s + E(x) .s^^"' (1) 

011 E : X — > C[[6]] est holomorphe et E(x) est un inversible de C[[b]] pour 
chaque a; G X. Ceci résulte du fait que le coefficient de s^^~^P~'^.Log s doit être un 
inversible de C[[b]] dépendant holomorphiquement de X, et que les autres termes 
dans ^p{x) doivent être dans C[[6]].s^^^^ pour avoir un thème de rang 2 avec 
A2 = Al +p — 1. La définition de Ai G [A] impose alors l'inversibilité de S(x) pour 
tout X E X. 

On déduit de (1) la relation 

„Ai+p— 1 

(a - (Al +p - l).b).ip{x) = + E(a;).s^^-^ + b^^x)' .s^'-^+ 

Al + p — 1 

- (Ai+p- l).6.E(x).s^i-^ 

= {b^.j:{xy -p.b.E{x) + ^.bp+^).s^'-'^ 

011 7 := (Al — l).Ai . . . (Al + p — 2) et où l'on a noté E(a;)' la dérivée en b de 
E(a;) G C[[b]]. On a donc 

{a-{Xi+p-l).b).(p{x) = S{x).s^'-^ avec {Xi-l).S{x) := b.E{x)' -p.J:{x)+-f.lf. 

Posons S{x) = So{x)+Sp{x).bP+b.S{x), où So{x) G C et où S{x) G C[[b]] n'a plus 
de terme en b^^^. On peut alors trouver une application holomorphe T : X — > C[[6]] 
vérifiant : 

b^.T{xy -{p- l).b.T{x) = b.S{x). 
Soit xjj : X ^ E^^^ l'apphcation holomorphe définie en posant 

ipix) := (p{x) -T{x).s^'-^. 
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Comme A.ip{x) contient C[[6]].s^^^^ pour chaque x G X, ce qui se traduit par 
l'inversibilité de la fonction holomorphe Sq : X —>■ C, qui se déduit de l'inversibilité 
de S dans [[6]], on aura l'égalité des thèmes A.ip{x) et A.ip{x) pour chaque 

X e X. 

Mais par construction on a 

(a - (Al + j9 - l).b).iPix) = (Soix) + Spix).bf).s^'-\ 

Comme So{x) 7^ et Sp{x) 7^ pour chaque x E X on peut finalement définir, 
grâce aux relations (Ai — l).Sp{x) = 7 et (Ai — l).S'o(x) = — j9.So(x) : 

7 

p.So(x) 

ce qui donne l'identité (@). ■ 

Lemme 4.1.7 Fixons [A] G Q/Z, Ai > l,Ai G [A]. S'ozi X ■un espace complexe 
réduit connexe et soit <^ : X — » Ha une application holomorphe 2-thématique, telle 
que les invariants fondamentaux des thèmes associés soient Ai et pi := 0. Alors 
il existe une application holomorphe f3 : X ^ C* telles que l'on ait, pour chaque 
X G X l'égalité 

À.(f{x) = À.ip{x) 

où 

^(x) := s^-\Log s + p{x).s^-\ (@) 

Preuve. C'est une variante simple de la preuve de la proposition précédente qui 
est laissée au lecteur. ■ 

Remarque. On verra que la proposition précédente signifie que la famille holo- 
morphe {Ex^p{a))aec* de thèmes de rang 2 est universelle pour A > 1 et p > 1 
au sens de la définition 14.3.21 

De même, lemme précédent signifiera que la famille constante (paramétrée par un 
point !) est universelle au sens de la définition I4.3.2[ □ 



Définition 4.1.8 Pour un thème [X\— primitif E de rang 2 et d'invariant fonda- 
mentaux XiiPi avec pi>l nous appellerons invariant holomorphe le nombre 
complexe (non nul) a tel que E soit isomorphe à Ex-^^p^x-^{a) . 

Donc a est le nombre complexe donné par la proposition précédente apphquée à 
la famille constante égale à E. 

Il sera commode de convenir que pour p = l'invariant holomorphe de Ex^x est 
égal à 1. 
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Remarque. Comme le dual de Ex^x est -E'_a+i,-a+i, on constate que si le ra- 
tionnel ô vérifie ô > X alors (-Ea,a)* ®a,b Es est un thème primitif de rang 2 
d'invariants fondamentaux fi, (donc isomorphe à E^^^) avec fi = —X + 1 + 5. 

De même le dual de Ex+p,x{ci) est -E'_a-p+i,-a((— et pour ô rationnel 
vérifiant ô > X + p, le (a,b)-module {Ex+p^x{ci))* ®a,fe Es sera un thème primitif 
de rang 2 d'invariants fondamentaux —A — p + ô + l,p et d'invariant holomorphe 
{-ly.a. 

Donc quitte à tensoriseil§ par Eg avec ô rationnel assez grand (en fait plus grand 
que Al), la famille duale d'une famille holomorphe de thèmes [A] —primitifs de rang 
2 est holomorphe. 

4.1.3 Critère d'holomorphie. 

La proposition ci-dessous montre que dans une famille holomorphe de thème [A]— primitif, 
la suite de Jordan-Holder est "holomorphe". 



Proposition 4.1.9 Soit X un espace complexe réduit connexe et soit E une 
famille holomorphe de thèmes [X]— primitifs de rang k paramétrée par X . 
Notons X,pi, . . . ,pk-i les invariants fondamentaux communs à chaque thème de 
cette famille. Pour chaque j G [0, k] il existe une famille holomorphe unique ¥j 
de thèmes [X]— primitifs de rang j paramétrée par X et vérifiant les propriétés 
suivantes : 

i) Fj C Fj+i et Fo = et F^ = E ; 

ii) pour chaque x & X le thème Ej{x) est le sous-thème normal de rang j de 
E{x). 

m) La famille E/F^- des thèmes quotients E{x) j Fj{x) est holomorphe. 



Preuve. Le problème est local sur X, et l'on peut supposer que l'on a une 
application holomorphe A;— thématique 

telle que E = E^. Posons 

*pour rendre les (a,b)-modules géométriques. 
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où J^j er{X,Ox[[b]]). On a = avec Èfc_i inversible 

dans 0(X)[[fe]]. Donc, quitte à remplacer ip par È'i^^-^^.Lp ce qui ne change pas 
E^, on peut supposer que Sfc-i = 1, c'est à dire que l'on a 

^ ' - {k-iy. ^^^^'-^.^ >■ 

Posons alors ip '■= {(^ ~ ^k-b)-(p- Alors ip 6st {k — 1)— thématique, puisque 
ip, a.ip, . . . , a^~'^.il) est (9(X)[[6]]— libre et engendre : 
si on a X]j=o Uj.aKip = avec t/j G on aura 

fc-2 fe-2 

^ Uj.a^+\ip-J2 Uj.a^.Xk.b.<f = 

j=0 j=Q 

ce qui impose successivement, puisque aKh.ip G Yl''h=o^i-^)W^-'^^ -Vi l^s relations 

[/fc_2 = 0, f/fc_3 = . . . , t/i = 

car (y9 est thématique. 

On obtient ainsi la famille holomorphe Ffc_i := E^, et on conclut par une récurrence 
immédiate. 

La propriété iii) se déduit facilement par récurrence du cas j = 1. Dans ce cas il 
suffit de montrer que la composée 6' := /ao^j : X — » S^'^^^^ est (A; — 1)— thématique, 
puisque -Fi(x) = Ker fx H A.ip{x) d'après le lemme \2.2.2\ Pour cela montrons que 
^^Zq Sj{x).a^ .(p{x) G implique Sj{x) = 0,Vj G [0, A; — 2]. En effet, sinon on 
aurait un entier q > et un inversible T de C[[6]] qui vérifieraient 

fc-2 

J2 Sj{x).a^.^{x) =T.s^+'^-\ 

3=0 

Alors (a- (A + g).6).r-i.(E,Zo Sj{x).a^) qui est un polynôme en a de degré 

inférieur ou égal à k — 1 annulerait ip{x) contredisant le fait que E{x) est de 

rang k. ■ 

Théorème 4.1.10 (Critère d'holomorphie) Soit E{(T)crex une famille de thèmes 
[X\— primitifs d'invariants fondamentaux Xi,pi, . . . ,pk-i, où l'on suppose k > 2. 
Soit Sfc_i : X ^ C l'application définie en associant à a G X l'invariant holomor- 
phe du thème [\]— primitif de rang 2 E (a) / Fk_2{a) . Alors la famille E{a)^(zx 
est holomorphe si et seulement si 

i) Sfc_i est holomorphe sur X ; 

a) la famille Fk-i{cr))aex est holomorphe. 
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Remarque. Il est équivalent de demander à la fonction Sk-i dêtre liolomorphe 
ou de demander que la famille de thème [A]— primitifs de rang 2 {E{a) j Fk-2icr))„çx 
soit holomorphe. 

On notera que l'on aura pour chaque a G X un isomorphisme 

E(a)/Ffc_2((T) ~ Ex„x,_,isk-iicT)) ^ À/À.ia-\k-i.b).il+Sk-iia).F''-'y\ia-\k.b). 

Donc le théorème précédent est un critère nécessaire et suffisant d'holomorphie, qui 
permet, par récurrence sur le rang, de se ramener au cas du rang 2. □ 

La démonstration de ce théorème utilisera le lemme suivant : 

Lemme 4.1.11 Soit j,q EN et X g]0, 1] fl Q. Notons H{j,q)) l'hyperplan de 
^0) correspondant à l'annulation du coefficient de W.Cq. 

Alors l'application (a — (A + q)-h) '■ H{j,q) © C.6''.ej+i b.S^^^ est un isomor- 
phisme C —linéaire d'espaces de Frechet. En conséquence l'inverse est une applica- 
tion C —linéaire continue. 



Preuve. On vérifie immédiatement l'égalité suivante pour tout couple d'entiers 
{h, m) e 

(a - (A + q).b).b"'.eh = (m - g).r+^e, + r+^e,_i 

toujours avec la convention e_i = 0. On en déduit que l'image de S^^^ par 

(a — (A + q).b) est l'hyperplan de b.E^^^ donné par l'annulation du coefficient de 

b'^^^.Cj et que son noyau est C.b'^.eQ. On conclut aisément. ■ 

Remarque. Si l'on part d'un élément de b.E^^^ pour lequel le coefficient de 
b'^'^^.Cj vaut p, alors le coefficient de b'^.Cj+i dans son image par l'application 
inverse sera égal à p. En particulier, il sera non nul quand p 0. □ 



Preuve du théorème I4.1.1UI Le problème est local et on peut donc supposer 
que l'on a une application holomorphe /c— thématique ip : X ^ E^-^ telle que 
donne l'holomorphie de la famille Fk-i{cr))„^x- H n'est pas restrictif, quitte à 
multiplier ip par un inversible de de supposer que l'on a 

^(a) = 6^*-i-^.efc_2 modula E^'^l 
Posons g := Afc — A, Sk-i := 1 + Sk-i-lf''~^, et définissons 

en composant l'application holomorphe S^-i-ip avec l'inverse de l'application inverse 
construite dans le lemme pour j := k — 2 et l'inclusion évidente de l'espace de 
Frechet H{k — 2, A^t — A) © Cb^'=^^.ek-i dans ^\ en remarquant que l'on a 
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ip{cr) G b.E)^ pour chaque a G X, puisque l'on a Ffc_i(o") C a.E{a)+b.E{a), que 
a.S^"''* C b.E^^^ pour tout j > 0, et que toute application ^—linéaire de Fk-i{a) 
dans S est restriction d'une application ^—linéaire de E(a) dans 
On remarquera enfin que le coefficient de b^''~^.ek-2 dans Sk-i-ip coïncide avec 
celui de Jf^-^ dans Sk-i, c'est-à-dire est égal à Sk-i- Il est donc non nul pour 
chaque a G X, ce qui montre que le coefficient de b^^~'^.ek-i dans v^(cr) est non 
nul pour chaque a G X, grâce à la relation = \k-i + Pk-i — 1 qui implique 
Afc — A + 1 = Afc_i — A +pk-i- Ceci est évidemment nécessaire pour que E{a) soit 
un thème de rang k. ■ 

4.1.4 Le théorème de dualité. 

Proposition 4.1.12 (Décalage) Soit {E{a))crex une famille holomorphe de thèmes 
[X\— primitifs. Soit 5gQ tel que E{a)^a,bEs soit un thème pour chaque a G X. 
Alors la famille E{a) ®a,b Eg est une famille holomorphe. En particulier pour 
r G Z tel que pour tout cr G X b^.E{a) soit un thème, alors {b^ .E{(t))^^x ^st 
une famille holomorphe. 

Preuve. On rappelle que le (a,b)-module E ®a,b Es est le (a,b)-module obtenu 
en remplaçant l'action de a par a + ô.b. Donc la condition pour que les E{a) 
soient géométrique^ est que \i + 5 > k — 1. C'est-à-dire que 5 > —\i + k — 1. 
Comme Ai — -|- 1 > ceci a lieu en particulier pour tout 5 G 
La démonstration de la proposition est triviale. ■ 

Théorème 4.1.13 (Théorème de dualité) Soit (E(a))^çx une famille holo- 
morphe de thèmes [X\— primitifs. Soit 5 G Q un rationnel assez grand pour que 
chaque E{a)* ®a,ft Es soit un thème. Alors la famille {{E^a)* (8> Es)a&x est 
holomorphe. 

DÉMONSTRATION DU THEOREME 14.1.131 Nous allons faire une récurrence sur le 
rang des thèmes de la famille holomorphe considérée. Comme en rang 1 et 2 le 
théorème est déjà démontré (voir la remarque qui suit la définition 14.1.81 ), sup- 
posons le théorème démontré en rang k — 1 > 2 et montrons-le en rang k. 
Soit (Fi(cr))o-ejf la famille des sous-thèmes normaux de rang 1 des thèmes 
{E{a))a£X- Il résulte du iv) de la proposition 14. 1.91 que la famille (_E'((T)/Fi(cr))o-ex 
est une famille holomorphe de thèmes. 

^Ceci résulte de l'exactitude de 

Hom^{E/Fk-i,E) ^ Homj{E,~) ^ Hom^{Fk-i,E) ^ 

qui est un phénomène général pour les suites exactes de (a,b)-modules géométriques (voir [B.05]). 
^''qui est la seule condition qui peut ne pas être réalisée pour avoir un thème. 
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De même, il résulte de la proposition 14.1.91 que la famille {F2{a))a£X est holo- 
morphe. L'hypothèse de récurrence donne alors que, pour ô E Q assez grand, 
les familles de thèmes [{E{a)/Fi{(j)y ^a,b Es)^^^ et ((^2(0-))* (g) E^)^^^ sont 
holomorphes. Mais alors le critère d'holomorphie 14.1.101 s'applique à la famille de 
thèmes [{E{a)* ®a,b ^5)^^-^ puisque la famille des sous-thèmes de rang k — 1 
associée est précisément la famille {{E{a) / Fi{a))* ®a,b Es)^çx famille 
des quotients de rang 2 associée est précisément la famille ((F2(cr))* i^a,b ^5)^^-^. 
■ 

4.2 Familles standards de thèmes [A]— primitifs. 

Nous fixerons dans ce paragraphe Ai G A; — 1 + Q*"^ et les entiers pi, . . . ,Pk-i- 
Pour j G [l,fc — 1] nous définirons l'ouvert affine Wj C Vj de l'espace vectoriel 
Vj défini dans la proposition 13.3.11 de la façon suivante : 

si pj-] h Pk-i <k-j 

Wj := {Sj e C[b] I Sj{^) = 1, deg{Sj) <k-j-l et coeff ^ 0} (@) 

si Pj + ■ ■ ■ +Pk-i ^ k — j définissons l'entier qj > k — j comme le plus petit entier 
de la forme Pj + ■ ■ ■ + Pj+h qui vérifie Pj + ■ ■ ■ + Pj+h > k — j, et posons 

Wj := {Sj e C[b] / Sj{0) = l,Sje ^ C .6^ + C .6* et coeff ^ 0} (@@) 
Posons alors 

5(Ai,pi, . . . := {{Su . . . , Sk-i/ S, G W, Vj G [1, - 1]}. 

Pour a G S{Xi,pi, . . . ,pk-i) notons -E'(cr) le thème [A]— primitif d'invariants 
fondamentaux (Ai,pi, . . . ,Pk~i) défini par 

E{a) := À/À.P{ cr) avec (a) 
P{a) := (a - X,.b).S^' ■ ■ ■ S^\.{a - X^-b) (a') 

OVL nous avons posé a := {Si, . . . , Sk-i)- 

Définition 4.2.1 Nous appellerons famille standard d'invariants fondamen- 
taux (Ai,pi, . . . la famille E{a)^^s{Xi,pu...,Pk-i)- 
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Exemple. Pour k = 1 chaque Ai G Q'^* la famille standard associée est réduite 
au thème E'ai- 

Pour = 2, et les invariants fondamentaux (Ai,pi) on a 

i) Pour pi = 0, S{Xi,pi) = {1} et le thème correspondant est 
E := À/À.ia - Ai.6).(a - (Ai - l).b. 

ii) Pour pi > 1 on a S{Xi,pi) = {1 + a.W^,a G C*} et le thème associé à a 
est E = À/À.{a- Xi.b).{l + a.bP^)-\{a- {Xi+pi-l).b). □ 



Théorème 4.2.2 Quelques soient les invariants fondamentaux fixés, la famille de 
thèmes paramétrée par S{Xi,pi, . . . ,Pk-i) est holomorphe. 

DÉMONSTRATION. Ce théorème s'obtient immédiatement à partir de la proposi- 
tion 14.1.101 par une récurrence sur le rang grâce au théorème de dualité et à la 
proposition de décalage. En effet, la famille E/Fi correspond à la famille de 
thèmes paramétrée par S{X2,P2, ■ ■ ■ ,Pk-i) qui est holomorphe par hypothèse de 
récurrence, et la famille F2 correspond soit à la famille constante S{Xi,pi = 0) 
soit traité au lemme 14.1.61 On conclut en appliquant la proposition 14.1.101 

à la famille duale suffisamment décalée et en utilisant à nouveau le théorème de 
dualité 14.1.131 et la proposition de décalage I4.1.12[ ■ 

4.3 Les déformations standards sont verselles. 

Commençons par deux définitions. 

Définition 4.3.1 Soit X un espace complexe réduit et soit E un faisceau sur X 
de Ox — (a, b) — modules. Soit f : Y ^ X une application holomorphe d'un espace 
complexe réduits Y dans X . On appellera image réciproque de E par /, 

noté /*E, le faisceau de Oy — {a, b) — modules défini comme suit : 

Si E est Ox^\\ — libre de rang p sur l'ouvert U et de base ei,...,ep, alors 
/*E est Oyllb]] — libre de rang p sur l'ouvert f~^{U) et de base f*ei,...,f*ep. 
L 'application a sur un tel ouvert est définie par la formule 

p 

î=i 

si l'on a sur l'ouvert U la formule a.Cj = Yl^=i -^^^ ^^^^ dans 

Ox{U)[[b]] et f*S pour S G OxiU)[[b]] désigne l'élément de Cy(/-i(f/)[[6]] 
déduit de S := Y^'^^q Su-b^ via la formule f*S = J2'^=o f*^v^''- 
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Définition 4.3.2 Soit X un espace complexe réduit et soit E une famille holo- 
morphe de thèmes [X]— primitifs paramétrée par X . Soit xq & X . On dira que la 
famille E est verselle au voisinage de Xq si la condition suivante est réalisée : 



• Pour toute famille holomorphe G de thèmes [A] —primitifs paramétrée par 
un espace complexe réduit Y telle que le thème G{yo) soit isomorphe à 

E{xq), il existe un voisinage ouvert U de î/q dans Y, un voisinage ouvert 
V de Xq dans X , une application holomorphe f : U ^ V telle que les 
faisceaux de Oy — {a, b) — modules f*^\u e.t Gp soit isomorphes. 

Quand l'application f est unique sur un voisinage ouvert assez petit de Xq, on 
dira que la famille est universelle au voisinage de xq. 

Une famille verselle (resp. universelle) au voisinage de chaque point de X sera 
dite verselle (resp. universelle ). 

Voici le théorème principal de ce paragraphe. 

Théorème 4.3.3 Pour tout choix d'invariants fondamentaux Ai,pi, . . . ,pfc_i la 
famille standard de thèmes primitifs paramétrée par S{Xi,pi, . . . ,pk-i) est 
verselle. 



DÉMONSTRATION. Nous allons montrer ce résultat par récurrence sur k. Les cas 
k — 1 et k — 2 ont déjà été traités (voir 4.1.2). Supposons donc A; > 3 et 
le cas k — 1 établi. Précisons que l'assertion étant locale, il nous suffit de prouver 

l'assertion au voisinage d'un point donné de X. 

Notons Fi C E le sous-faisceau de Ox — (a, 6)— modules donnant la famille holo- 
morphe des sous-thèmes normaux de rang 1 de la famille E. Alors le faisceau E/Fi 
est une famille holomorphe de thème [A]— primitifs de rang k — 1 et d'invariants 
fondamentaux X2,P2, ■ ■ ■ ,Pk-i, oii A2 = Ai — 1. 

L'hypothèse de récurrence nous fournit alors, localement sur X une application 
holomorphe / : X — S{X2,P2, ■ ■ ■ ,Pk-i) telle que l'image réciproque par / de la 
famille standard associée soit isomorphe à la famille E/Fi. 

Comme tout ceci est local au voisinage d'un point Xq de X que l'on suppose 
fixé, on peut supposer que la famille holomorphe E est donnée par une application 
holomorphe /c— thématique (p : X ^ 5^^ vérifiant 

^{x)=s'^-\^-^^^ + i.{x) 
où ip est holomorphe à valeurs dans r.^^ 

L'application holomorphe / nous fournit en fait des applications holomorphes 
5*2, ... , Sk-i ■ X C[[6]] vérifiant Sj{0) = 1 et telles que, si l'on pose 

Pi := (a - X2.b).S^' . . . S^\.{a - Xk-b) 
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on ait Pi.e = pour le générateur standard e de la famille standard paramétrée par 
S{X2:P2: ■ ■ ■ ,Pk-i)- Donc le générateur f*e de E/Fi vérifie également Pi.f*e — 
dans E/Fi. En identifiant E et son image par (p dans Ox <S>'^^x~^^ ^^^^^ 
E n Ox <8) on identifie alors E/Fi à un sous faisceau du faisceau quotient 

OxèEt'yOxëE^^c.OxêEt'^. 

On peut donc trouver T'o,---,2fe-i des sections locales de Cx[[&]] telles que l'image 
de la section 

fe-i 

3=0 

dans E/Fi soit f*e. De plus comme f*e engendre E/Fi la section Tq devra 
être un inversible de au voisinage de xq. sinon la valeur en xq est dans 

a.E{xo) + b.E(xo) et son image ne peut engendrer E{xq) / Fi{xq). Alors la section 
a engendre localement E et vérifiera 

Pi.cr e Fi. 

Mais on sait que Fi = Cx[[&]] ® s^^'^, ce qui permet d'écrire 

Pl. a = Gi.s^i-^ 
oià ©1 est une section locale de [[&]]■ La décomposition 

Ox ê ^Ai = Pi-{Ox ê ^Ai) © {Ox ® V^i) 

permet alors d'écrire ©i.s^^^^^ = Pi.a + Si.s^'^~^ où a est une section locale de 
Fi et une section locale de Ox ®Vi. De plus l'inversibilité de Gi assure 
l'inversibilité de 5*1 dans Cx [[&]], c'est à dire l'inversibilité de son terme constant 
en h dans Ox- Donc quitte à multiplier o" et a par un inversible / de Ox, on 
pourra supposer que le terme constant en h de 5*1 est identiquement égal à 1. 
Alors T := /.(cr — a) est encore un générateur local de E et il vérifie 

Pi.T = Si.s^'-^ avec Si&Ox®Vi, Si{Çi) = 1 

ce qui donne (a — Ai.6).5'f ^Pi.r = 0. On constate alors que E est isomorphe à 
l'image réciproque de la famille standard par l'application g donnée au voisinage 
de Xq par S*!, j^fc-i, en envoyant le générateur local r sur l'image réciproque 
g*e du générateur standard e de la famille paramétrée par S{\i.pi. . . . ,pk-\)- En 
effet si Pq := (a — \i.h).S^^ .Pi on aura Pq.t = ainsi que Po.g*e = 0, puisque 
Po.e = 0. ■ 

Corollaire 4.3.4 Soient Xi,pi, ■ ■ ■ ,Pk-i l^s invariants fondamentaux d'un thème 
[\]— primitif. Si tout thème admettant ces invariants fondamentaux est stable, la 
famille standard associée à ces invariants fondamentaux est universelle. 
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Preuve. Ceci résulte immédiatement du fait que sous notre hypothèse, deux 
paramètres distincts donnent deux thèmes non isomorphes grâce au théorème I3.3.3I 
La versaUté de la famille standard montrée ci-dessus au t héorème 14.3.31 permet alors 



4.4 Un contre-exemple. 

Nous allons donner un exemple de thèmes de rang 3 pour lesquels il n'existe pas de 
famille universelle. 

On fixe les invariants Xi,pi = P2 = 1 pour les thèmes de rang 3 que nous allons 
considérer maintenant. On a donc qi = 2 et Ç2 = P2 = 1- 
Notre objectif est de montrer la proposition suivante. 

Proposition 4.4.1 II n'existe pas de famille universelle pour les thèmes [X\— primitifs 
de rang 3 d'invariants fondamentaux Xi,pi = P2 = 1, au voisinage de chacun des 
thèmes de paramètres (a, a, 7), avec a 7^ 0, c'est-à-dire au voisinage de chacun 
des thèmes stables (spéciaux) de la famille verselle standard. 

La preuve de cette proposition utilisera les trois lemmes suivants. 

Lemme 4.4.2 On considère, pour a, /5, 7 G C, a.p 7^ les thèmes de rang 3 Ea,i3,'y 
définis de la façon suivante : 



Pour (3 ^ a, Ea,i3,-y est isomorphe à -E'a,/3,o quelque soit 7. 

Pour (3 = a, les thèmes Ea^a,'^ Ea^a,Y sont isomorphes si et seulement si 

7 = Y- 

Preuve. Cherchons une C[[6]]— base £3, £2,^1 de Ea^p^^ vérifiant les conditions 
suivantes : 



On sait en effet que a et (3 sont déterminés par la classe d'isomorphisme du thème 
E{a, P, 7) puisque l'on a pi = P2 = 1; on notera que qi = pi + P2 = 2. La dernière 



immédiatement de conclure. 



(a — A. 6). 63 = (1 + a.b).e2 
{a-X.b).e2 = (l + /?.6 + 7.62).ei 
(a - X.b).ei = 0. 





(0) 
(1) 
(2) 
(3) 
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égalité (3) impose ei = p.ei avec p G C*. 
Calculons les conditions imposées k U et V : 

(a - X.b).es = (1 + a.b).e2 + b^.U'.e2 + U.{1+ p.b + 7.6^). d + b'^.V'.ei 

= (1 + a.b).e2 et donc 

S2 = Z.e2 + T. Cl avec 
Z ^{l + a.bY^.{l + a.b + b^.U') et 

(1 + a.b).T = [/.(! + f5.b + 7.52) + b'^.V (4) 
On aura alors 

(a - \.h).e2 = Z.{1 + (3.b + 7.6^). d + b\Z'.e2 + b^T'.ei 
= (l + /?.6 + 7'.62).p.ei 

ce qui implique déjà Z' = et comme Z = 1 + {1 + p.b)'^ .b"^ .U' on doit avoir 
L'^ e C, et Z = 1. La relation (2) donne maintenant, puisque S2 = e2 + T.ei 

(1 + (3.b + 7.62).ei + è^.T'.ei = (1 + + ^ .b'').p.ei 

ce qui impose p = 1 et T' = 7' — 7. On aura donc T = f/ + (7' — 7).6 en 
identifiant les termes constants de (4). Cette égalité (4) impose de plus 

a.U + i --i = U.(3 et (5) 

U.^ + V = «.(7-7') 

On en déduit que pour a ^ j3 on aura 

^^1^ et V^V^+^-^.{a.{l3-a)--i).b. 
a — p p — a ^ ' 

Si /5 = a, la relation (5) impose 7 = 7'. ■ 

Pour [a, 15) e X := {{a,P) G {C*f,a ^ /S} notons le thème de rang 3 

défini par \^ Aj À.{a - \.b){\ ^ ^.b)-^[a - \.b){\ ^ a.b)-^[a - \.b). 

Lemme 4.4.3 II n'existe pas d'endomorphisme de rang 2 de E{a,(3) pour a ^{3. 

Preuve. Il nous suffit de montrer qu'il n'existe pas d'élément x:=e2 + U.ei dans 
E{a,(3) vérifiant {a — X.b){l + a.b)~^{a — X.b).x = 0, où U E C[[b]]. Comme les 
éléments de E{a,j3) annulés par (a — A. 6) sont de la forme p.ei avec p G C, un 
tel X doit vérifier 

(a — \.b)x — p.(l + a.b).ei 
ce qui impose à C/ de vérifier la relation 

(1 + /iè) + = p.{l + a.b). 
On en conclut que l'on doit avoir p = 1 et donc a = 13. ■ 

Par contre, pour a — (5 ^ et 7 arbitraire on a stabilité . 

Lemme 4.4.4 Pour o; 7^ le (a,h)-module Ea,a,'y est un thème stable de rang 3. 



50 



Preuve. Il nous suffit de montrer qu'il existe x := 62 + U.ei vérifiant 

(a - A.6)(l + a.b)~\a - \.b).x = 0, 

où t/ G C[[6]]. Comme F2 est un thème, les éléments de F2 annulés par (a — A. 6) 
sont de la forme p-ei,p G C. Donc x doit vérifier 

(a — \.b)x = p.(l + a.b).ei 

ce qui impose k U de vérifier la relation 

(1 + (3.b + -f.b'^) + b\U' = p.(l + a.b). 

On en conclut que l'on doit avoir p = 1 et U = —7.6 + este. On a donc une 
solution X := e2 — 7.6.61. ■ 

Preuve de la proposition 14.4.11 Le fait que les thèmes stables de la famille 
standard considérée sont exactement les E^a-y est démontré dans les lemmes [4.4.31 
et 

La famille (-E«,/3,7)(a,/3,7)eS(Ai,pi=p2=i) est une famille holomorphe et même verselle 
en chaque point d'après le théorème 14.3.31 Supposons trouvée une famille universelle 
{Ey)y(zY au voisinage du thème -E(ao, «o, 70) — -E'yo; Y est un espace complexe 
réduit que l'on peut supposer plongé dans C" au voisinage de uq. Considérons 
alors l'application holomorphe : Vl ^ Y "-^ classifiant la famille standard 
sur un voisinage ouvert VL de (ao,ao;7o) ^ (C*)^ x C. Comme pour a ^ 13 la 
classe d'isomorphisme de -E'a,/3,7 ne dépend pas de 7 d'après le lemme 14.4.21 on 
aura = sur l'ouvert {a ^ 13} de Vt. Ceci impose à ^9 d'être indépendante 
de 7 ce qui donnerait l'isomorphisme entre E^^art -^0,0,7' pour tout a assez 
voisin de «o et tout 7,7' assez voisins de 70. Ceci contredit le lemme l¥.4.2[ ■ 

Corollaire 4.4.5 La famille E{a, P)(^a i3)ex est universelle en chaque point de 
X:=iCy\{a = P}. 

Preuve. Notons E le faisceau sur X de Ox — (a, 6)— module associé à la 
famille holomorphe des E{a,(3). Il nous suffit en fait de montrer que l'application 
holomorphe 

n:XxC^X 

définie par 7r(a;,/9, 7) = vérifie bien que 7r*(E) est un faisceau de Oxxc — 

(a, 6)— modules isomorphe au faisceau associé à la famille standard paramétrée par 
X X C. Mais l'isomorphisme (inverse) de l'isomorphisme cherché est donné par 
le calcul du lemme 1^.4.21 qui nous fournit, dans le cas 7' = 0, 011 (a,/?, 7) est 
considéré comme paramètre holomorphe dans X x C, des sections holomorphes 
U,V de Oxxc[[6]]- L'isomorphisme (inverse) de l'isomorphisme cherché est obtenu 
en envoyant le générateur 63 de la famille standard sur £3(7' = 0) := e3+U.e2+V.ei, 
qui est le générateur de la famille 7r*(E). ■ 
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5 Appendices. 



5.1 Un lemme. 

Le résultat suivant jouant un rôle clef dans la construction des bases standards, et 
donc dans la construction des familles verselles de thèmes primitifs, nous en donnons 
ici les grandes lignes de la preuve pour la commodité du lecteur. 

Lemme 5.1.1 Soient E et F deux (a,h)-modules réguliers. Alors on a 

àiuvc{Ext\{E, F)) - àiuvc{Ext\{E, F)) = rg{E).rg{F). 

Preuve. Commençons par montrer le cas où rg{E) = 1. 

On a alors E A/À.{a - X.b) et donc Ext^^{E,F) et Ext^^{E,F) sont 
respectivement les noyaux et conoyaux de a — X.b : F ^ F. Montrons alors la 
formule par récurrence sur le rang de F. En rang 1 on a F ~ A/A.{a — ji.h), et le 
calcul est élémentaire : 

1. Pour A^// + N on a Ext\{E,F) ^ {Çi} et Ext\{E,F) ^ Ce^. 

2. On a Ext^^{E,F) = C.b^'.e^ et Ext\{E,F) ~ C .e^ ® C .e^ pour 
A = /i + n. 

D'où l'assertion dans ce cas. 

Faisons une récurrence sur l'entier rg{F). 

Si r5'(F) > 2, on a une suite exacte 

Q^G^F^Ef^^Q 

avec rg{G) = rg{F) — 1 qui donnera la suite exacte d'espaces vectoriels de dimen- 
sions finies (d'après le théorème 1 de [B.95]) 

^ Ext\{E, G) Ext\{E, F) Ext\{E, E^) 
Ext\{E, G) Ext\{E, F) Ext\{E, E^) 

qui donne que la somme alternée des dimensions est nulle, ou encore 

dim{Ext]^{E, G)) - dim{Ext^_^{E, G)) + dim{Ext\{E, E^)) - <lim{Ext\{E, E^)) = 
dim{Ext^_^{E, F)) - dim{Ext^^{E, F)) = {rg{F) - 1) + 1 = rg{F) 

grâce à l'hypothèse de récurrence. 

Le cas où E est arbitraire et F est de rang 1 s'obtient de façon analogue. 
Enfin une récurrence maintenant sur l'entier rg{E) + rg{F) donne le cas général, 
à nouveau par un raisonnement analogue. ■ 
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5.2 Exemple 



Les inégalités du théorème 13.1.21 sont précises puisque dans l'exemple ci-après le 
thème E' := E j Fi de rang 3, ne s'injecte pas dans F3 puisque E n'est pas 
stable, alors que l'on a /Xj — Aj > 3 — 2 = 1 (et même /i2 — A2 = A; — 1 = 2) pour 
ces deux thèmes. 

Je détaille l'exemple suivant : A; = 4 , pi = = 2 et ^2 = 3. On a donc 
9i = 5, Ç2 = P2 = 3 et 93 = Ps = 2. On pose E := A/ A.P avec 

P := (a - Ai.6)5r^(a - \2.h).S:^\{a - \^.h).S^\{a - A4.&) 

5i := 1 + 5.6 + e.h'^ + 

^2 := 1 + /3.6 + 7.6' 

S'a := 1 + «.6^ et «.7.5 7^ 

Lemme 5.2.1 L'espace vectoriel Hom^{E, E) est de dimension 3, si l'on a 
a + e y^O. 

PREUVE. On a un homomorphisme (unique à un scalaire multiplicatif non nul 
près) de rang 1 de E dans E : il envoie le générateur e d'annulateur A.P sur 
zi := b^^^^^.ci où Cl est un générateur de Fi vérifiant (a — Ai.6).ei = 0. En 
effet Zi est annulé par P, l'élément Ci est unique à un scalaire multiplicatif près, 
et l'image d'un homomorphisme de rang 1 est de normalisé égal à Fi. Comme c'est 
un quotient de E de rang 1 il est isomorphe à E I F^ c:^ Ex_^. 

L'espace vectoriel des homomorphismes de rang 4 modulo ceux de rang 3 est de 
dimension 1 et engendré par l'identité. 

Cherchons maintenant la dimension de l'espace vectoriel des homomorphismes de 
rang 2 modulo ceux de rang < 1. Un tel homomorphisme a son image dans F2 
puisque le normahsé de l'image est F2, il est donc donné par un élément z^ G F2\Fi 
qui est annulé par P. D'après le lemme [2.2.41 Z2 vérifie alors 

(a — A4. 6). 2:2 G El et (a — A3.6).S'3""'^.(a — A4. 6). 2:2 = 

et il est donc de la forme 

Z2 := p.b^'-^\e2 + U.e^ 

011 f/ G C[[fe]]. On a alors 

(a - X4.b).Z2 = b^^-^^Si.ei + (Ai - X4).b.U.ei + b'^.U'.ci 
{a-\i.b).Z2 = a.b^''^\Ss.ei. 

On doit donc avoir 

b\U' - Ab.U = a.Ss.b^ - p.Si.b\ 
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Après simplification par b on obtient une équation qui n'a de solution U G C[[6]] 
que si le coefficient de &^ dans a.Ss.b'^ — p.Si.b'^ est nul. Ceci impose la relation 

a.a — p.e. 

Comme a, p, s sont non nuls, on a un choix (unique pour p e C* donné) qui est 
non nul pour u. On a alors une solution unique pour U modulo 
On en conclut que l'espace vectoriel des homomorphismes de rang < 2 est de 
dimension 2. 

Pour achever la preuve du lemme, il suffit de montrer que sous nos hypothèses, il 
n'existe pas d'homomorphisme de rang ?> àe E dans E. Ceci revient à montrer 
qu'il n'existe pas d'élément 

z^^b^^-^\e^ + V.e2 + W.e^ 
avec V,W e C[[b]], vérifiant 

(a — A4. 6). = S3.X2 avec (a — A2.&).<S'^^.(a — X3.b).X2 — 0, ^2 G \ -^i- 
Posons X2 := T.b'''^~^'^ .62 + Z.ci avec r 7^ et Z e C[[6]]. Alors on a 

(a - X3.b).X2 = T.&^^-^^^i.ei + b^.Z'.ei - (A3 - Xi).Z.b.ei = r].S2.b^'~^\ei. 
On a donc 

b.Z' -3Z = r].S2 - T.Si.b. 

Cette équation n'aura de solution Z G C[[6]] que si le coefficient de b^ dans 
le membre de droite est nul. Ceci impose la condition 77.7 = r.e. On aura alors 
—3Z{0) — T) pour chaque solution Z, puisqu'elle est unique modulo C .b^. 

Calculons 

(a - X^.b).zs = lf^~\S2.e2 + b^.V'.e2 + (A2 - X^).V.b.e2+ 
+ V.Si.ei + b^.W'.ei + (Ai - Xi).W.b.ei = S3.X2 

ce qui donne les équations 

b.V T.S^.b - S2 

b\W' - Ab.W = S3.Z - V.Si 

La première équation n'a de solution que si T.a = 7 et on aura alors — 3V(0) = — 1. 
La seconde ne peut avoir de solution que si Z(0) = V{Çi) puisque le membre de 
gauche est dans b. C[[&]]. Ceci impose rf — —1 et donc 7 + r.e = 0. On doit donc 
avoir t — ^ /a — —^/e ce qui est impossible pour a + e ^ puisque a.^.e ^ 0. 
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Remarque. On constate que pour a + e = 0, on trouve une solution W G C[[6]] 
car le coefficient de dans S^.Z — V.Si peut être supprimé puisque Z est 
défini modulo et que a, le coefficient de 6^ dans 5*3, est non nul. Donc pour 
a + e = le thème E est stable. □ 

Il est facile de déduire de ce qui précède que la classe d'isomorphisme de E est 
indépendant de 9 E C pour a + e ^ (O. On a donc une situation analogue 
à celle décrite au paragraphe 4.4, c'est-à-dire que l'on peut construire une famille 
universelle pour les thèmes de rang 4 d'invariants fondamentaux pi = = 2,p2 = 3 
tels que a + e 0, paramétrée par {(a, 7, e), 6) G (C*)^ x C^, a + e 0}. 
Une preuve analogue permet de montrer que près des thèmes (stables, non spéciaux) 
vérifiant a + e = 0, il n'existe pas de famille universelle. 

5.3 Existence d'applications k-thématiques. 

D'abord un lemme de géométrie algébrique sur l'algèbre Z := C[[6]]. 

Lemme 5.3.1 Soit E un (a, bj-module régulier de rang k. Fixons une C[[b]] — base 
ei,...,efc de E et considérons E comme l'espace affine Z^ sur la C— algèbre 
Z := C[[6]]. Pour chaque entier p le sous-ensemble Xp (Z E = Z^ défini par 

Xp := {x E E / rg{À.x) < p} 

est un sous-ensemble algébrique de E = Z^ , c'est-à-dire qu'il existe un ensemble 
fini de polynômes Pi, . . . , P/v dans Z[xi, . . . , x^] tel que l'on ait 

Xp = {xEZ^ I Pj{x) = Vj G [1, A^]}. 

Preuve. Comme E est régulier de rang k, pour chaque x E E, le sous-(a,b)- 
module A.x est monogène régulier de rang < k. Il est donc engendré sur C[[6]] 
par {x, a.x, . . . , a''~^.x}. Pour écrire que le rang de A.x est < p, il suffit d'écrire 
que tous les mineurs (g, q) de la matrice de ces k vecteurs dans la base ei, . . . , 
sont nuls pour p + 1 < fc, ce qui fournit les polynômes Pi, . . . , P/v de l'énoncé. ■ 

Et une conséquence immédiate : 

Corollaire 5.3.2 Soit X un espace complexe réduit et soit E un fa,b)-module 
régulier de rang k. Soit f : X ^ E une application holomorphé^. On a une 
stratification finie 

Xo C Xi C ■ ■ ■ C Xfe = X 

par des sous- ensembles analytiques fermés telle que, pour chaque g G [l,k] le sous- 
ensemble Xq \ Xq_i soit exactement l'ensemble des x G X tels que le rang de 
A.f{x) soit égal à q. 

^^Noter que comme P1.F3 n Fi C b^.Fi seul 9 peut changer. Et on voit qu' il change 
effectivement grâce au lemme 13.3.41 

En fixant une base ei, . . . , c'est une section globale du faisceau C'jc[[^]]*'- 
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Remarque. Le quotient de deux fonctions holomorphes f : D ^ ^[[6]] et 
g : D — > C[[b]] avec ^'(0) 7^ peut être bien défini pour chaque valeur de z & D, 
sans pour autant que f/g soit holomorphe sur D. Par exemple z ^ est bien 
défini pour chaque valeur de z & D, mais elle n'est cependant pas holomorphe. En 
effet une relation 

00 

z + b'^{z + b).{J2 aj{z).V) 

j=0 

conduit immédiatement à oq = 1 et oi = ^ ! □ 

Lemme 5.3.3 Soient f,g : X ^ deux applications holomorphes d'un espace 

complexe réduit X à valeurs dans C[[b]]. Supposons X irréductible et g ^ 0. 
Supposons que pour chaque x E X le quotient f{x)/g{x) soit dans C[[b]]. Alors 
il existe un ouvert de Zariski dense X' de X sur lequel V application 
X — > f{x)/g{x) e C[[6]] est holomorphe. 



Preuve. On peut supposer que / ^ sur X. Il existe alors deux ouverts de 
Zariski denses Xi et X2 tels que sur Xi (resp. sur X2) la valuation en b de 
f{x) (resp. de g{x)) soit constante égale à k (resp. à /). La condition imposée 
montre que l'on a k > l, et sur Xi n X2 on peut écrire 

f{x) = b^Fix) g{x) = bKG{x) 

011 F, G sont des fonctions holomorphes à valeurs inversibles dans C[[6]]. 11 ne 
reste plus qu'à se convaincre que la fonction x 1— >■ b^~KF[x) /G{x) est holomorphe 
sur Xi n X2, ce qui est élémentaire. ■ 

Corollaire 5.3.4 Soit f : X ^ E une application holomorphe d'un espace com- 
plexe réduit et irréductible dans un (a,b)-module régulier. Il existe un ouvert dense 
X' de X sur lequel la restriction de f définit une application k— thématique via 
X I— > A.f{x), où k < rg{E). 

Preuve. Le point est que l'on trouve un ouvert de Zariski X' sur lequel le rang 
du (a,b)-module monogène A.f{x) est constant grâce au premier lemme. On résoud 
ensuite le système de Cramer avec paramètre sur cet ouvert dense, mais on trouve, 
pour les fonctions x 1— > Sj{x) G C[[6]] donnant la relation 

k-l 

aKfix) = Yl S,{x).a^.f{x) 
3=0 

des fonctions méromorphes. Le second lemme donne alors un ouvert de Zariski X" 
de X' sur lequel ces fonctions sont holomorphes. ■ 



Remarque. Dans le corollaire ci-dessus on prendra garde que l'ouvert dense trouvé 
est un ouvert de Zariski d'un ouvert de Zariski de X, qui n'est pas, en général, un 
ouvert de Zariski de X. □ 
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